HAM SO LIEN TUC
GVBM : DPOAN NGOC DUNG

VAN BE 1 : Ham 6 lién tuc tai mot diém.
BAI 1 : Chitng minh riing him s& :

x> —3x+2 ) x3-1 1
Dix)={" 3 **lientyctaix=2. 2fx)=1 7 **Y gidndoantaix=1.
1 (x=2) 2 (x=1)
BAI 2 : Xét tinh lién tuc clia cdc ham sé sau tai mot diém cho trudc :
2 2x* —x+1 ..
l)f(x):{x 4 (X><2) tai x = 2. 2 )=1 xx1 X Gix=o
Zx+1 (x22) 4X+9 véi x > -1
3x+10-x-4 (x¢—2) 1_— ‘2)(_3 (XZ%V&X?&ZJ
3) f(x) = 1X+2 taix =-2 Hf(x)=1 2-x 2 taix=2,x=3
- (x=-2) 1 (x=2)
7o —X__Z_l 2<x#3)
S22 k%2 1
5) f(x) = 1X—2 taix=2,x=0. 6) f(x) = > (x=3) taix=3;x=2
— x=2 2
3 X 23x+2 (x<2)
—X
X
7) f(x) = 1| | tai x = 0. 8) f(x) = (X—2)WX? —4x+4 taix =2.
+ X

BAI 3 : Xét tinh lién tuc clia ham s3 sau :

x? -1 V2x2+9 +2x-9

D) =4 v ®FD pix=1, 2) f(x)= =6 VO X#3 ix=3
a  (x=1) a v6i x =3
2x° (|x|<2) M néu X >5
HNEX)={ 5 (x=2) taix=-2;x=2 4) f(x)= , X=5 taix =5
3x—1 (|x|>2) X néu X <5
25
BAI 4 : Tim gi4 tri clia a d€ ham s8 lién tuc tai mot di€m cho trudc :
_ 2x2 —Tx+6|
2+ ’2‘ (x > 0) . ‘—2 néu X < 2
1) f(x) = X+ taix =0 2) f(x)= X = tai xo = 2.
I-x —~/1+ ' - '
x L (x<0) m+1 X néu X > 2
X 2+X
x* -9 .
——~ = khix>3
BAI 5 : Tim m d€ ham & f(x)= 2_2'X+1 lién tuc tai x = 3.
m——§x khi x <3
2 3
ax —2b khix >9
BAI 6 : Tim a va b d€ ham s6 f(x)= a;(;i)_]f khix <9 lién tuc tai x = 9.
X_ —_
12 khix=9
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3_
_X=8 )
x? —=3x+2
BAI 7 : Tim m, n &€ ham s6 f(x)={mx +n x =2 lién tuc tai x =2
Ux—-1-1
— 1 X <2
Xx—2
2_ R
aX X0 oh  khix>3
X—-3
BAI 8 : Dinh a, b d€ ham s¢ f(x)= 8 khi x =3 lién tuc tai x = 3.
x-3 .
a———-2b khix<3
J12—-x -3

3x—3+[x—1V5x* +4

, x<1
BAI 9 : Binh a d€ ham s6 f(x) = x? —2x+1 lién tuc tai xg = 1.
2 1
a“+—x—-3a , x=2>1
3
2x° +x-3
— (x«1
1 ( )
BAI 10 : Tim gi tri cia m dé€ ham s& : f(x) = { mx +% (x=1) liéntuctaix=1
2 vy ?2
(m*-1)x°+4 x> 1)
X+2
VI+4x =1+ xA1+2xA1+3x
néu X >0
X
BAI 11 : Tima va b dé ham s6 f(x)=1 a néu x =0 lién tyc tai xo= 0.
b+S|n2X néu x <0
3X
VAN BE 2 : Ham 6 lién tuc trén mot khodng, mot doan.
. X —x+4 (x>2)
BAI 12 : Chitng minh ring ham s6 f(x) = x—2 lién tyc trén khodng (-7 ; +o0).
_ AT ((7<x<2)
NX+T7-3
3
X8 hix> 2
X —4
BAI 13 : Tim céc khodng, nita khodng ma trén d6 ham s& f(x)=1{-3 khi x =-2 lién tuc.

V3+x -5 khi—-3<x<-2

VAN BE 2 : Ham 6 lién tuc trén R.

. X® +3X +2 5
BAI 14 : Tim gi4 tri ctia a &€ ham s6 f(x) = N (x<2) lién tuc trén R.
ax+a+1l (x>2)
X% —3X +2
_— (x>2
A 2 “ XS _8 ( ) ’
BAI 15 : Tim gid tri cia a va b d€ ham s0 : f(x) = a (x = 2) lién tuc trén toan truc so.
bx +1 x<2)
a’x’ néu x <2

li€n tuc trén R.

BAI 16 : Tim sd thuc a sao cho ham scA)'f(x):{(1 ) . 5
—a)x néux>
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LY THUYET HAM SO LIEN TUC
GVBM : POAN NGOC DUNG

. HAM SO LIEN TUC TAI MOT PIEM
Dinh nghia : Gid st ham s6 f xdc dinh trén khodng (a ; b) v x¢ € (a ; b). Ham s6 f dugc goi 1a lién tuc tai
diém xo néu lim f(x)=f(x, )

X—)XO

Ham s& khong lién tuc tai diém x, dudc goi la gidn doan tai diém xo.
x*+1  (x#-1)

tai di€m x = —1.
2 x=-1)

» Thi du 1 : Xét tinh lién tuc cda ham s0 : f(x) :{

= Gidi: Tacod:
f(-1)=2
lim f(x) = Iirr_1l(x2 +1)=2

Vi Iimlf (x) =f (1) nén ham sb flién tuc tai diém x = —1.

y x* +1 <1
» Thi du 2 : Xét tinh lién tuc ctia ham s6 : f(x) = (<) :
x—1 (x>1)
» Gidi: Tacé:
f(1)=2
o limf(x)=lim(x*+1)=2
x—1" x—1"

e liMmf(x)=Ilim(x-1)=0
x—1* x—1"
Vi lim f(x) # lim f(x) nén ham s& f khong lién tuc tai di€ém x = 1 (Ham s& f gian doan tai diém x = 1).
x—1* x—1"

Il. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG, TREN MOT POAN

Dinh nghia :

a) Gid st ham s6 f xdc dinh trong tip hdp J, trong d6 J 12 mot khodng hoidc hdp clia nhiéu khodng. Ta néi
ring ham s6 f lién tuc trén J n€u né lién tuc tai moi di€m thudc tip hgp dé.

b) Ham s6 f xdc dinh trén doan [a ; b] dugc goi 1a lién tuc trén doan [a ; b] n€u né lién tuc trén khodng (a ;
b) va lim f(x)=f(a) ; lim f(x) = f(b).

®» Thi du 3 : Xét tinh lién tuc cia ham s& : f(X) =+v1-x* trén doan [-1 ; 1].

= Gidi : Tacé :

Ham s6 da cho xdc dinh trén doan [-1 ; 1].

Vxp e (-1;1),taco: XII_)rI(l f(x)= lim ﬂ=xll_>r11 m=f(xo) nén ham s6 f lién tuc trén khodng (-1 ; 1).

Mit khac : 0 ,
« Jlim £(x)= lim \1-x* =0=1(-) .
« limf(x)= lim1-x* =0=f()
Do d6 ham s6 di cho lién tuc trén doan [—-1 ; 1]. -1 0 1 X
* Thi du 4 : Xét tinh lién tuc cda him s6 : {Xs tx+l o (x2)) trén tap xdc dinh ctia né.

2x +4 (x<1)

Q

co.
1a1 :

Tap xdc dinh cda ham s§ 1a D =R.

Trén khodng (- ; 1), f(x) = 2x + 4 1a ham da thdc nén lién tuc.
Trén khodng (1 ; +o0), f(x) = x” + x + 1 12 ham da thic nén lién tuc.
Tai diém xo=1,ta co :

of(1)=3
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limf(x) = lim(x®* +x+1) =3 va limf(x) = lim(2x+4) =6
x—1* X—1" X—1"

x—1*

Vi lim f(x) # lim f(x) nén Iimlf(X) khong ton tai nén ham s6 f(x) khong lién tuc tai di€m xo = 1.
x—1* Xx—1" X—>.

K&t luan : Him s6 f(x) d cho lién tuc trén (—oo ; 1) va trén (1 ; +00) nhung gidn doan tai di€m xo = 1.

e Chii y : Tinh lién tuc ctia hAm s& trén cdc nita khodng [a ; b), (a ; b], [a ; +) , (-0 ; b] , dudc dinh nghia

tuong ty nhu tinh lién tuc clia ham s6 trén mot doan.

o Nhdn xét :

a) PO thi him s& lién tuc trén modt khodng 1a dudng lién tuc trén khodng do.

a) Tdng, hiéu, tich, thuong clia hai ham s& lién tuc tai mot diém 13 nhitng ham s& lién tuc tai di€ém dé
(trong trudng hgp thuong thi gid tri cia miu tai di€m d6 phai khac 0).

b) Him da thiic v him phan thic hitu i lién tuc trén tip xdc dinh clia ching (téc 13 lién tuc tai moi di€m
thudc tdp xdc dinh cta ching).

Dinh Iy 1 : Céc ham sd lugng gidc y = sinx; y = cosxX ; y = tanx va y = cotx lién tuc trén tdp x4c dinh clia

ching.

lll. TINH CHAT CUA HAM SO LIEN TUC Y ,_
Dinh Iy : (Pinh 1y vé gid tri trung gian clia ham s& lién tuc) 0 Iy—ﬂx)
Gid st ham s0 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b]. N&u f(a) # f(b) thi véi mdi s6 ﬁ \ﬂ'ﬂl
thuc M nim giita f(a) va (b), tdn tai it nhdt mot di€m ¢ € (a ; b) sao cho f(c) = M. ,«I/'“ fla) :| i '

Y nghia hinh hoc ciia dinh Iy o —
Né&u ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va M 1a mot s6 thyc nim giita f(a)

va f(b) thi dudng thing y = M cit dd thi ciia ham s8 y = f(x) it nhit tai mot di€m
¢6 hoanh do c € (a ; b). 4y
Hé qud : Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va f(a).f(b) < 0 thi tdn tai it

J((0) RESEEE =
nhat mot diém ¢ e (a ; b) sao cho f(c) = 0. /\
a

Y nghia hinh hoc ciia hé qud : 5 e
Né&u ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va f(a).f(b) < 0 thi do thi cda ham s& ) L_/_;/
y = f(x) cit truc hoanh it nhat tai mot di€m c6 hoanh d6 ¢ € (a ; b).
Cén nhé : DE chiing minh phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém trénkhodng (a ; b), ta thuc hién cdc budc sau :
Budc 1 : bi&n ddi phuong trinh thanh dang f(x) = 0.

Budc 2 : Chitng minh ham s6 f lién tuc trén [a ; b].

Buéc 3 : Tim hai s6 a, b sao cho f(a).f(b) < 0.

Tir d6 suy ra phuong trinh ¢6 it nhat mdt nghiém thudc (a ; b).

* Chii y

e N€u f(a).f(b) < 0 thi phuong trinh ¢6 nghiém thudc [a ; b].

« D€ tim dugc f(a) va f(b) thda f(a).f(b) <0, chiing ta c6 thé dung c4c két qua sau :

+ Trong bon s6 thda f(a)f(b)f(c)f(d) <0 ludn c6 hai sd ¢6 tich < 0.

+ Trong ba sd thda f(a) + f(b) + f(c) = 0 ludn c6 hai s6 ¢6 tich < 0.

o C6 thé thay f(a) hay f(b) bgi giGi han ctia f(x) khi x — Foo. Khi d6, ta c6 :

+ Né&u ham s6 f lién tuc trén [a ; +0) va cb f(a).xli_)mwf(x)< 0 thi phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém thudc

(a ; +0).
+ N&u ham s8 f lién tuc trén (—oo ; a] va f(a) lim f(x)<O0 thi phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém thudc
(=03 a).

= Thi du 5 : Chitng minh ring phuong trinh x> + 1011x* + 0,5 = 0 ¢4 it nhit mot nghiém am.
» Gidi : Patf(x) = x> + 1011x* + 0,5

Ham s8 f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.

Ta c6 f(0) = 0,5 > 0. Mt khdc vi lim f(X)=—oo0 nén ton tai mot s& 4m a sao cho f(a) < 0.

X—>—00
Vi f(0).f(a) < 0 nén theo hé qua cla dinh Iy vé gi4 tri trung gian cia ham s6 lién tuc, ton tai mot s6 thuc ¢
thudc khodng (a ; 0) sao cho f(c) = 0. S6 x = ¢ 1a mdt nghiém Am ctia phuong trinh di cho.
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CHUNG MINH PHUGNG TRINH CO NGHIEM
GVBM : POAN NGOC DUNG

1. TINH CHAT CUA HAM SO LIEN TUC ’ =0
» Dinh Iy : (Pinh 1y vé gid tri trung gian clia ham s& lién tuc) o .@* """"" :

Gia st h%:lm s6 y = f(x) lién tuc trén doa/n [a; b]} Né&u f(a) # f(b) thi véi mdi s //__n{ ﬂa\:/‘i»\ M
thuc M ndm giita f(a) va (b), ton tai it nhat mot di€m c € (a ; b) sao cho f(c) = M. \ ; E

» ¥ nghia hinh hoc ciia dinh 1y - a o ¢ b X
Né&u ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va M 12 mot s6 thuc nim giita f(a)

va f(b) thi dudng thing y = M cit dd thi cia ham s6 y = f(x) it nhi't tai mot diém

c6 hoanh d6 c € (a ; b). y

» H¢ qua 1 : N&u ham s§ y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va f(a).f(b) < 0 thi tdn F () W— yz-f(lx)
tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho f(c) = 0. a /\E

» H¢ qud 2 : Cho ham sd y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va f(a).f(b) < 0. Khi dé I(Z}._}i/( b X

phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhat mot nghiém trong khodng (a ; b).

» ¥ nghia hinh hoc ciia hé qud :
Né&u ham s6 'y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va f(a).f(b) < 0 thi dd thi cda him s8 y = f(x) cit truc hoanh it
nhat tai mot di€m c6 hoanh d6 ¢ € (a ; b).

2. PHUONG PHAP

Chitng minh phuong trinh f(x) = g(x) c6 nghiém 12 mdt &ng dung rit quan trong cia ham s& lién tuc trén
doan.

» Cdn nhd : D& chitng minh phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém trén khoang (a ; b), ta thuc hién cac budc sau :
o Chitng minh ham s8 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b].

e Chitng minh f(a).f(b) < 0.

» Phuong phdp chitng minh phuong trinh f(x) = 0 c6 nghiém

1) Chié'ng minh phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhdt mo6t nghiém, ta thuc hién cdc budc sau :

Budc 1 : bién d6i phuong trinh thanh dang f(x) = 0.

Buéc 2 : Tim hai sd a, b sao cho f(a).f(b) < 0.

Budc 3 : Chitng minh ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b].

Budc 4 : K&t luan phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhdt mot nghiém xy € (a ; b).

2) Chitng minh phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhit n nghiém, ta thuc hién cdc budc sau :

Budc 1 : bi&n ddi phuong trinh thanh dang f(x) = 0.

Budc 2 : Tim n cip sO a;, b; sao cho cdc khodng (a; ; b;) rdi nhau va f(a;).f(b;) <0, v6il=1,2,..,n
Budc 3 : Chitng minh ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b].

Budc 4 : K&t ludn phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhat mdt nghiém x; € (a; ; by).

* Chii y 1 : Khi phuong trinh f(x) = 0 c6 chita tham s6 thi cin chon a, b sao cho :

« f(a), f(b) khong con chita tham s& hoic chita tham s6 nhung ddu khong d6i (hoic chi duong hoic chi 4m)
« Hoic f(a), f(b) chita tham s6 nhung tich f(a).f(b) ludén 4m.

"Chuy?2:

« N€u f(a).f(b) < 0 thi phuong trinh c6 nghiém thudc [a ; b].

« D€ tim dugc f(a) va f(b) thda f(a).f(b) <0, chiing ta c6 thé diing cic két qua sau :

+ Trong bon s6 thda f(a)f(b)f(c)f(d) < 0 ludén cé hai s6 c6 tich < 0.

+ Trong ba s& thda f(a) + f(b) + f(c) = 0 ludn c6 hai s6 c6 tich < 0.

« C6 thé thay f(a) hay f(b) bdi gidi han ctia f(x) khi x — *oo. Khi dé, ta ¢6 :

+ Né&u flién tuc trén [a ; +o0) va c6 f(a). x1i%moo f(x) < 0 thi phuong trinh f(x) = 0 c6 nghi€m thudc (a ; +©).

+ N&u flién tuc trén (—oo ; a] va f(a). lim f(x)< 0 thi phuong trinh f(x) = 0 ¢6 nghiém thudc (—o ; a).
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3. BAITAP

BAI 1 : Chiing minh riing phuong trinh :

1) 2x° + 3x + 2 = 0 ¢6 nghiém.

2) 3x* —4x® —6x> +12x—20=0 c6 nghiém.

3) x” + 2x* — 3x — 2 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém.

4) (x=199)".(x =200)* +2x 399 = 0 c6 it nha't mot nghiém thye.
5) 4x* + 2x* + x — 3 = 0 ¢6 it nhat hai nghiém thudc (-1 ; 1).

6) 2x°—6x+1=0¢c63 nghiém trén khodng (-2 ; 2).

7) 2x’ —6x+1=0 v6 nghiém trén cdc khodng (—o0;—2) va (2;+00) (tic 1a vo nghiém khi [x|>2).
8) x° = 3x* + 5x — 2 = 0 ¢6 it nhit ba nghiém trong khodng (-2 ; 5).
9) Vx* +6x+1-2=0 c6 nghiém duong.

10) X’ — 5x — 1 = 0 ¢6 it nhit ba nghiém.

11) 2x> — 10x — 7 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém am.

12) x>+ x + 1 =0 c6 it nhat mot nghiém am 16n hon —1.

13) x* —=2x*> +3x =7 c6 it nhat mot nghiém 16n hon 2.

14) 100x> — 10x — 1 = 0 ¢6 it nhat hai nghi€ém am.

15) x* =+/26x* +1=0 ¢6 it nht hai nghiém thudc khodng (~1;1).
16) x*cosx + xsinx + 1 = 0 ¢6 it nhdt mot nghiém thude (0 ; 7).

17) cosx = x> +x¢6 nghiém.

18) x° — 5x° + x* + 5 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém am.

19) x> + 2018x* + 0,1 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém Am.

20) x> — 2018x* — 0,1 = 0 ¢6 it nhat mdt nghiém duong.

21) x> + ax® + bx + ¢ = 0 ¢6 it nhat mot nghiém véi moi a, b, c € R.

22) x* +ax’ +bx* +cx —2—3b —% =0 ludn c6 nghié¢m.

23) x> + 1011x* + 0,1 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém 4m.

24) x*— x = 3=0c6 nghiém xo € (1;2) va x, >312.

25) x° — x — 2 = 0 ¢6 nghiém duy nhat x, >3/2.

26) x> - 3x> — 1 c6 nghiém xo € (3 ; 4). Khong tinh f(3/36) ; f(1+%/36). Hay ching minh x, >1+%36

27) x> +x-1=0¢6 nghiém duy nhit xo thda man 0<x, < T
2

28) ax” + bx + ¢ = 0 ¢6 nghiém xo € [0 ; 1] bi€t 2a + 2b + 3¢ = 0.

29) ax” + bx + ¢ = 0 ludn c6 nghiém thudc (0 ; 1) vdi 2a + 3b + 6¢ = 0.

30) ax’+bx+c=0 (a # 0) c6 nghi€m trong [O;%} va théa min 2a + 6b + 19¢ = 0.

31) atan’x + btanx + ¢ = 0 thda 2a + 3b + 6¢ = 0 ¢4 it nhdt mot nghiém trong khodng [kn;g + knj, k e Z.

BAI 2 : Chitng minh riing phuong trinh :

I)mx—1)(x+2)+2x+ 1=01udn ludén cé nghiém Vme R.

2) m(x — 1)*"¥(x — 3) + 2x — 5= 0 ludn ludn c6 nghiém Yme R.

3)x* + mx* — (4m + 1)x + 3m — 3 = 0 ludn ludn c¢6 nghiém véi moi tham s& m.

4)1 1

—— =m ludn c6 nghiém Vme R.
COSX sinx

5) cosx + mcos2x = 0 ludn c6 nghi€ém Vme R.
6) 2sinx + cosx + m.cos2x = 0 ludn c6 nghi€ém v4i moi m.
7) (1 - mA)x + 1)’ + x> = x = 3=0ludn ludn c6 nghiém Vme R.

8) (m” + 1)(x’ — 1) — 6 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém thuc v6i moi s6 thuc m.
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9) (m” + 2m + 3)x* + 2x — 2 = 0 ludn ludn c6 nghiém VYme R.

10) (rn2 +m+3)(x—2)+4=01udn ludn c6 nghiém Vme R.

11) 2012x*" + mx**"* — m?x — 2010 = 0 ludn c6 nghiém Vme R.

12) (1 - m*x’ = 3x — 1 = 0 ludn ¢6 nghiém véi moi m.

13) (m* + Dx’* - 2m’x* — 4x + m” + 1 = 0 ¢6 ba nghiém phan biét Vme R.

14) x* + mx* — 1 =0 ludn c6 mot nghiém duong v6i moi m.

15) (m* — m + 3).x**"® - 2x — 4 = 0 ludn c6 nghiém 4m v6i moi gid tri clia tham s6 m

16) ( X —1)3 +mx =m+1 ludn c6 mdt nghi€m 16n hon 1.

17) x> — 3x = m ¢ it nhat hai nghiém v4&i moi gid tri cha m € (-2 ; 2).

18) V1+x ++/1+2x ++/1+3x =m v6i m > 3 1 tham s6, ludn ludn c6 nghiém va nghiém d6 1a duy nhat.
19) [x|* — mx* + (m + 1)|x| — 2 = 0 ludn c6 it nhat 2 nghiém phan biét Vme R.

20) mx* + 2x* - x — m = 0 ludn ludn c¢6 2 nghiém Yme R.

BAI 3 :

1) Chitng minh riing phuong trinh : acos’x + bcos’x — 2c.cosx = 2asin’x luén ¢6 nghiém vdi moi a, b, c.

2) Ching minh ridng phudng trinh : a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx = 0 ludn c6 nghiém.

3) Chitng minh ring phuong trinh : ab(x — a)(x — b) + be(x — b)(x — ¢) + ca(x — ¢)(x — a) = 0 ludn c6 nghiém.
4) Chitng minh rang phudng trinh : a(x — b)(x — ¢) + b(x — ¢)(x — a) + ¢(x — a)(x — b) = 0 ludn ¢6 nghiém.

5) Cho ham s& f(x) = x° —%mzx2 +32 (m la tham s6). Chitng minh ring : n€u m < -2 hay m > 2 thi
phuong trinh f(x) = 0 ¢6 diing 3 nghiém phan biét x;, X,, X3 thda dicu kién x; < 0 < X, < X3.

6) Cho f(x) = ax’> +bx + ¢ (1) va cho m > 0 thda + b + L 0. Chdéng minh phuong trinh f(x) =0
m+2 m+1 m

¢6 nghiém trong (0 ; 1).

7) Gid st hai hAm s6 y = f(x) vd y = f[x+%) déu lién tuc trén [0 ; 1] va f(0) = f(1). Chi'ng minh ring

phuong trinh : f(x)— f(x + %) =0 ludn c6 nghi€m trong [O;%} .

BAI 4 : Cho f 12 ham s6 lién tuc trén [a ; b] va m, n 12 hai s§ dudng tly .
) ) R mf(a)+nf(b) j A N
Chirng minh phuong trinh f(x) =——————= c6 nghi€ém thudc [a ; b].
m+n
BAI 5 : Cho ham s& f(x) lién tuc va ddng bi€n trén doan [a ; b].

Chitng minh ring v6i moi day hitu han cdc s6 ¢y, ¢, C3, ..., Cn déu thudc doan [a ; b] thi phuong trinh :
f(x) = l[f(cl)+f(cz)+f(c3)+...+f(Cn )] ludn c6 nghiém trong doan [a ; b].
n
4.CAC ViDUy
Vi du 1 : Chting minh ring phuong trinh 2x° + 3x + 2 = 0 ¢6 nghiém.

» Huéng din :
bat f(x) = 2x> + 3x + 2, f(x) 1a ham da thic nén lién tuc trén R (1)

Ta co:
f(-1)=-3<0.
f(0)=2>0.

= f(-1)f(0)<0 (2

T (1) va (2) suy ra phuong trinh di cho c¢6 it nhdt mot nghiém thuodc (-1 ; 0).

Vi du 2 : Chitng minh ring phuong trinh (x —199)".(x —200)’ +2x =399 =0 c6 it nhdt mot nghiém thuc.
» Huéng dén :

Pit f(x)=(x-199)".(x —200) +2x —399.

Ham s6 f 12 ham da thic x4dc dinh trén R nén lién tuc trén R = ham s f lién tuc trén [199,200].
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. _ 4 _ 3 _ __
TalC(,):{f(199)_(199 199)*.(199 —200)’ +2.199 —399 1:f(l99).f(200):(—1).1:—1<0

£(200) = (200 -199)".(200 —200)’ +2.200 —399 =1
= phuong trinh f(x)=0 c6 it nhat mot nghiém thudc (199;200)
Vay phuong trinh (x —199)*.(x —200) +2x —399 =0 ¢6 it nhdt mot nghi¢m thy.
Vi du 3 : Chiing minh ring phuong trinh : 2x> — 6x + 1 = 0 ¢6 3 nghiém trén khodng (-2 ; 2).

» Huéng dan :
Xét ham s6 f(x)z 2x’ —6x +1 lién tuc trén doan [—2;2]

f(-2)=-3<0; f(0)=1>0; f(1)=-3<0; f(2)=5>0

= f(— 2).f(0) <0 nén phuong trinh c6 nghi€ém (— 2;0)

= (0).f(1)< 0 nén phuong trinh c6 nghiém (0;1)

= £(1).f(2) < 0 nén phuong trinh c6 nghiém (1;2)

Vay phuong trinh da cho ¢6 3 nghiém trén khoang (-2 ; 2).

Vidu 4 : Chitng minh : phuong trinh x° —2x> +3x =7 ¢6 it nhat mot nghiém 16n hon 2.

» Huéng dan :
bat f x)z x® —2x* +3x—7, f(x) 12 ham da thic nén lién tuc trén R.

3
f 212 a1y +3.21_7_ 0259
Taco: 10 10 10
f(3)= 3*—232+33 7=11

(Z_OJ £(3)=-0,259.11=-2,849 <0 (2)

va (2) suy ra phuong trinh f(x)=0 c6 it nhat mot nghiém thude (%3)

Vay phuong trinh : x* —2x* +3x—7 =0 ¢6 it nhat mot nghiém 16n hon 2.

Vi du 5 : Chting minh ring phuong trinh x*cosx + xsinx + 1 = 0 ¢6 it nhit mot nghiém thudc (0 ; ).
» Huéng dén :

Pit f(x) = x’cosx + xsinx + 1, f(x) 12 ham da thitc nén lién tuc trén R.

= ham s6 f(x) lién tuc trén doan [0 ; w]. (1)

Mit khac :

f0)=1>0

f(m) = nlcosm+msint+ 1=1- 1> <0

= f(0).f(m)=1-n*<0 (2)

Tur (1) va (2) suy ra phuong trinh di cho c¢6 it nh4t mot nghiém thuodc (0 ; ).

Vi du 6 : Chitng minh ring phuong trinh x° + 2020x” + 0,1 = 0 ¢6 it nhat mot nghiém am.
» Huéng dan :

Pit f(x) = x> + 2020x* + 0,1, f(x) 1a ham da thic nén lién tuc trén R.

Ta c6 : f(0)=0,1 > 0.

Vi lim f(x)=—c0 nén ton tai mot s8 thuc a sao cho f(a) < 0.

Vi f(0).f(a) < 0 nén theo hé qua cla dinh 1i v& gi4 tri trung gian clia ham s& lién tuc, ton tai mdt s6 thyc ¢ €
(a; 0)sao cho f(c) =0.

= x = ¢ la m6t nghiém am cta phuong trinh da cho.

Vay phuong trinh di cho c6 it nhAt mot nghiém am.

» Cdach khdc :

Pat f(x) = x* + 2020x* + 0,1, f(x) 1a ham da thic nén lién tuc trén R.

Ta c6: £f(0) =0,1 >0 ; f(-2222) =-997331367,9 <0

= £(0).f(-2222) < 0 nén phuong trinh c6 it nhdt mot nghiém thudc khodng (-2222 ; 0).

Vay phuong trinh da cho c6 it nhat mdt nghiém am.
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Vidu 7 : Chiing minh riing phuong trinh : x* +ax’ + bx” + cx _Z?b —% =0 ludn c6 nghiém.

» Huéng dan :
2b 2

bit f(x) =x* +ax’ + bx® + +cx 33 f(x) 1a ham da thdc nén li€n tuc trén R.

f(—1)=—a+E—c+l ; f(0)=—&—2 ; f(l)=a+2+c+l

3 3 3 3 3 3
= f(-1) + f(0) + f(1) = 0 = trong ba s6 £(0), f(1), f(~1) phai c6 hai sd c6 tich <0
= phuodng trinh da cho c6 nghiém.
Vidu 8 : Ching minh ring phuong trinh m(x — 1)(x + 2) + 2x + 1 = 0 ludn ludn c6 nghiém VYme R.
» Huéng dén :
batf(x) =m&x - 1)(x + 2) + 2x + 1, f(x) 1a ham da thdc nén lién tuc trén R.
Tacé: f(1)=3>0;1(-2)=-3<0.
= f(1).f(-2)=3.(-3) <0, Vme R
= phuong trinh di cho c6 it nhdt mot nghiém thudc khodng (-2 ; 1).
Vay phuong trinh da cho ludn ludén c6 nghi€ém Vme R.
Vidu 9 : Cho phuong trinh (m + 1)(x* + m)x? — (4x — 3)(m? + 4m + 3) = 0 (1) v6i m 1a tham s6. Chirng minh
rang v6i moi m € R, phuong trinh (1) ludn c6 nghiém x.
= Huéng din
Pit f(x) = (m + 1)(x* + m)x? — (4x — 3)(m? + 4m + 3), f(x) 12 ham da thic nén lién tuc trén R.
+f(1) =-2(m+1)vaf(3)=54(m + 1)
= f(1).f(3) = -108(m + 1)° < 0 (a)
+ f'1a ham s6 lién tuc trén doan [1; 3] (b)
Tur (a) va (b) suy ra phuong trinh f(x) =0 c6 nghiém x € [1; 3], Vm e R
Do d6 phuong trinh (1) luén c6 nghiém x.

1

Vidu 10 : Ching minh ring Vm phuong trinh S —— =m ludn c6é nghiém.
COsX SInX

» Hugng din :
1

COSX SinXx

=m & sinxX — CosX —m.sinx.cosx = ()

biéu kién : X#%,k e Z.Tacé:

¢ ham o . . A A e .
Xétham so f(X) =SINX—C0SX—Mm.sSIN X.cosX li€n tuc trén doan [O;E] Taco:

f(0)=-1<0
f(nj 150 = f(O).f(gj <0 = phuong trinh f(x)=0 luén c6 mot nghiém thude (O ; g]
= |=1>

Vay phuong trinh luén ¢6 mét nghiém thudéc khoang (O ; g]

Vidu 11 : Chiing minh ring phuong trinh (1 — m>)(x + 1)’ + x> = x = 3 =0 ludn ludn c6 nghiém Vme R.
» Huéng dan :

Pit f(x) = (1 - m?)(x + 1)* + x* — x — 3, f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.

f(-1)=-1<0; f(-2)=m?+2>0,vm

= f(~1).f(- 2)< 0 nén phuong trinh c¢6 nghiém (-2;-1)

Vay phuong trinh da cho ludn ludén c6 nghi€ém Vme R.

Vidu 12 : Chitng minh phuong trinh: (m”+ Dx’ = 2m’x* —4x +m*+ 1 =0¢6 3 nghiém phan biét Vme R.
» Huéng dan :

Xét ham s6 f(x) = (m* + 1)x° — 2m?x? — 4x + m* + 1, f(x) 12 ham da thic nén lién tuc trén R.
f(-3) = —44m* - 14 <0, Vm ; f(0) =m? + 1 >0, Vvm ; f(1) =2 <0, Vm ; f(2) =m* + 1 > 0, Vm

Do d6, ta c6 : f(=3).f(0) < 0 ; £(0).f(1) < 0 va £(1).f(2) < 0 v6i moi m.
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f lién tuc trén cac doan [-3; 0], [0; 1] va [1;2].

Do @6 ton tai x; ; X ; X3 sao cho =3 < x; <0 < x> < 1 < X3 <2 sao cho f(x;) = f(x») = f(x3) = 0.
Suy ra phuong trinh da cho c¢6 ba nghiém 1a : x; ; x5 ; X3.

Vidu 13 : Chiing minh phuong trinh: ( X — 1)3 +mx =m+1 ludn c6 mdt nghi€ém 16n hon 1.
» Huéng din :

Pit t=+/x -1, didu kién: t > 0.

Khi d6, phuong trinh ¢6 dang: f(t) =t + mt* — t = 0 1a ham da thic nén lién tuc trén R.
Xétham sd y = f(t) lién tuc trén [0 ; +oo).

Ta c6: f(0) = -1 < 0. Mat khac: lim f(t)=+o0 vay ton tai c > 0 dé f(c) >0

t—+00
Suy ra: £(0).f(c) < 0. Vay phuong trinh f(t) = 0 luén ¢6 nghiém ty € (0 ; ¢), khi d6: Vvx—-1=t, < t>+1>1
Viay v6i moi m thi phuong trinh ludn ¢6 mot nghi€m 16n hon 1.
Vi du 14 : Ching minh ring phuong trinh mx”* + 2x* = x — m = 0 ludn ludn c6 2 nghi€ém Vme R.
» Huéng din :
e Xét m = 0. Phuong trinh trd thanh : 2x-x=0 < x=0vx :% : phuong trinh ¢6 2 nghiém.

« Xét m # 0. Phuong trinh tr§ thanh : x* + EX2 —ix -1=0
m m

bit f(x) = x* + gxz — ix —1, ham s6 f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.
m

m
f0)=-1<0
lim f(x)=+c0 nén ton tai mot s& 4m a sao cho f(a) > 0.

lim f(x)=+c0 nén ton tai mot s& duong b sao cho f(b) > 0.

= f(a). f(0) <0 va £(0). f(b) <0

Vay phuong trinh da cho luén ludn c6 2 nghiém Vme R.

x°—1

2

1 +mx =0 ludn c6 it nhat mot nghiém dwong véi moi m € R.
X"+ X+

Vidu 15 : Chung minh phuong trinh

» Huong dén
5 —
Xét ham sé ——* 1 mx=0 c6 tap xac dinh AR (Vi x* + x + 1 > 0, ¥x)

X2 +Xx+1

Ham s0 f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.

X—>+00 X—>+0 1 1
1+—+— X
X X

5 1—75
f(0)=-1; lim f(x) = lim (2"—1+mxj= lim x*| — X+ 0| _ o0
X0 X +x+1

= ton tai mot sd a sao cho f(a) > 0 = f(0).f(a) <0

= phuong trinh ¢6 it nhat mot nghiém xo € (0 ; 8) = X > 0.

Vay phuong trinh ludn c6 it nhat mot nghiém duong véi moi m € R.

Vidu 16 : Chiing minh phuong trinh : acos’x + bcos’x — 2¢.cosx = 2asin’x ludn ¢ nghi€ém véi moi a, b, c.
» Huéng dén :

Xét ham so f(x) = acos’x + bcos’x — 2c.cosx — 2asin’x trén {— g;g}, ta co :
o fli€n tuc trén —E;E ofl —F e X :(2a)-(—2a):—4a2£0
2 2 2 2

Vay phudng trinh f(x) c6 nghiém x e [—gﬂ do d6 (1) c6 nghiém véi moi a, b, c.
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2017 2018
X
+

Vidu 17 : Chung minh phuong trinh +==0, (a, b,c € R) thoa a,b,c#0 va bc+ac+2ab=0 cé
C

it nhat mot gghiém thudc khoang (0; 1).
* Hudng din

2017 2018
bat f(x) = + += €0 tap xac dinh 1a R (vi a, b, ¢ # 0), f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.
C
f(o)zl ; f(l):1+l+1
c a b c
jf(0)+f(1):1+£+g:bc+ac+2ab: 0 0
a b c abc abc

Doc=0nén f(0)=0 nén f(0) vaf(l) lahai s trai déu nhau.
= dxg € (0; 1) sao cho f(xq) = 0.
Vay phuong trinh c6 it nhat 1 nghiém thudc khoang (0 ; 1).
Vidu 18 : Choham s f(x)=ax’+(b+1)x*+x* —2x+cC.
a) Tinh f(-2)+3f(0)+4f (1) theoa, b, c.
b) Chimg minh phuong trinh f(x) = 0 lu6n ¢6 nghiém thuc véi moi so thyc a, b, ¢ thoa5a—b+2c=0vac=0
= Huong din
a) Tinh f(-2) + 3f(0) + 4f(1) theo a, b, c.
f(-2)=16a-8b+c; f(0)=c; f()=a+b+c
f(-2)+3f(0)+4f () =16a—-8b+c+3c+4(a+b+c)=20a—4b+8c
b) Chimg minh phuong trinh f(x) = 0 ludn c6 nghiém thuc v&i moi s6 thuc a, b, ¢ thoa 5a—b+2c=0vac#0.
Taco: f(-2)+3f(0)+4f(@)=4(Ba-b+2c)=0va f(0)=c=0
Nén: ¢6 hai trong ba gia tri f(-2), 3f(0) va 4f (1) trai ddu
= f(-2).f(0) <0 hoac f(-2).f(1) <0 hoac f(0).f(1) <0
Ma ham s6 f(x) 1a ham s xac dinh, lién tyc trén R
Nén phuong trinh f(X) =0 luén cé nghiém

Vidu 19 : Ching minh ring phudng trinh : a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx = 0 ludn ¢6 nghiém.

» Huéng ddn :
bit f(x) = a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx
Ham s8 f(x) xdc dinh trén R nén lién tuc trén R.

Tacé: f(0)=b+c ; f[gj:—a—b+l f(n)=b-c; f(%)=—a—b—l

nén f(0)+f[gj+f(n)+f[3§j=o,w,b,c

Do d6 ton tai 2 gid tri p,qe {O ; g T 3775} thda f(p).(q) < 0.

Viy phuong trinh da cho ludn ludén c6 nghi€ém Vme R.

Vi du 20 : Chitng minh ring phuong trinh : ab(x — a)(x — b) + be(x — b)(x — ¢) + ca(x — ¢)(x — a) = 0 ludn ¢
nghiém.

» Huéng dan :

Xétf(x) =ab(x—a)(x—b)+bc(x—b)(x—c)+ca(x—c)(x—a)lién tuc trén R, ta c6 :
f(a) =bc(a - b)(a—c)

f(b)y =ca(b—c)(b—a)

f(c) =ab(c—a)(c-Db)

= £(0).f(a).f(b).f(c) = —a’b’c*(a — b)*(b — ¢)*(c — a)*(a’b* + b’c* + cfa’) = M

e Néu M = 0 thi phuong trinh c6 nghiém 12 0, a, hay b, hay c.

« Néu M < 0 thi trong 4 s6 £(0), f(a), f(b) va f(c) phdi c6 hai s trdi ddu nhau.

Viy phuong trinh ludn c6 nghi€m.
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sU DUNG MAY TiNH TRONG HAM LIEN TUC
Cau I : Cho phuong trinh x* —3x® +x —% =0 (1). Chon khing dinh diing:

A. Phuong trinh (1) c¢6 ding mot nghiém trén khodng (-1 ; 3).
B. Phuong trinh (1) c¢6 ding hai nghi€ém trén khodng (-1 ; 3).
C. Phuong trinh (1) ¢6 ding ba nghi€ém trén khoang (-1 ; 3).
D. Phuong trinh (1) c¢6 ding bon nghiém trén khodng (-1 ; 3).
» Huéng ddn : chon D

St dung chiic ning Table va nhiap: f(X)=X*-3X>+X —% va chon: Start: —1 ; End: 3 ; Step: 0.2

a L] L] Motk
F(R) % | F % | F
youle 535 IR I
3l -0.&l0.0538 E il | -8 132 l o {7 | -0 043 0.6
o 1
% F () % B |
I O T = 1
12— 2 03 ol | 292 533
. 2 1. B
Ir] Motk
A E (i) H Fan |
18 8|8 12 18| 2.5|-U.555
ol | 22013 e R

Quan sit k&t qua ta thdy gid tri clia f(x) tai cdc di€ém trong khodng (-1 ; 3) ddi ddu 4 1an. Ma phuong trinh
bac 4 thi c6 t6i da 4 nghiém thyc. Vay phuong trinh ¢6 ding 4 nghiém thuc phin biét trén khodng (-1 ; 3).
Do d6 ddp 4n D la ddng.

Cdu 2 : Cho phuong trinh 2x* —5x*+x+1=0 (1). Chon khing dinh diing:

A. Phuong trinh (1) khong c¢6 nghiém trong khodng (-1 ; 1).

B. Phuong trinh (1) khdng c6 nghiém trong khodng (-2 ; 0).

C. Phuong trinh (1) chi ¢c6 m6t nghiém trong khoang (=2 ; 1).

D. Phuong trinh (1) ¢6 it nhat hai nghiém trong khodng (0 ; 2).

» Huéng ddn : chon D

St dung chifc ning Table va nhap: f(X) =2X* —5X*+ X +1 va chon: Start: -2 ; End: 2 ; Step: 0.2

® = B
F ¥ ¥ F i H Fid)
é#;’ 5 gséé yl =1.4|=-2.51E g -0.8 ?:E
-1.8|3. gl - -3. 352 - -1
3l -1.6l-p.282 Eﬂq -3 El-lnlil'.i -0. | UB
-2 -1 -0 d
= 3t 0 i
I Hn 2 I:IFIIi:E:E..IE f
-0.2|0. 13 0.4|0.6512
11 [ i 0.058a
IE-THg 1.0032 |5-|-JH§ -0.58
m = Wt
b Fi¥ P Fi¥)
T = R B
I8 0.2832 [ B + I

Quan sat k&t qud ta thay trén khodng (-1 ; 1) phuong trinh ¢6 it nhat 2 nghiém, trén khodng(-2 ; 0) phuong
trinh c6 it nhat 2 nghiém, trén khodng(-2 ; 1) phuong trinh ¢6 it nhat 3 nghiém, trén khodng(0 ; 2) phuong
trinh c6 it nhat 2 nghiém. Do d6 ddp 4n D la diing.
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