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HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC  

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

VAÁN ÑEÀ 1 : Haøm soá lieân tuïc taïi moät ñieåm. 

BAØI 1 : Chöùng minh raèng haøm soá : 

1) f(x) =
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lieân tuïc taïi x = 2. 2) f(x) = 
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 giaùn ñoaïn taïi x = 1. 

BAØI 2 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá sau taïi moät ñieåm cho tröôùc : 

1) f(x) = 
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 taïi x = 2, x = 3 
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taïi x = 2, x = 0. 6) f(x) =
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taïi x = 3; x = 2 

7) f(x) = 
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 taïi x = 0. 8) f(x) = 4x4x)2x( 2   taïi x = 2. 

BAØI 3 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá sau : 

1) f(x) = 
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 taïi x = 3      

3) f(x) =
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 taïi x = –2; x = 2      4)  
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 taïi x = 5 

BAØI 4 : Tìm giaù trò cuûa a ñeå haøm soá lieân tuïc taïi moät ñieåm cho tröôùc : 

1) f(x) = 
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 taïi x0 = 2. 

BAØI 5 : Tìm m ñeå haøm soá  
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 lieân tuïc taïi x = 3. 

BAØI 6 : Tìm a vaø b ñeå haøm soá  
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 lieân tuïc taïi x = 9. 
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BAØI 7 : Tìm m, n ñeå haøm soá  
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 lieân tuïc taïi x = 2 

BAØI 8 : Ñònh a, b ñeå haøm soá  
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 lieân tuïc taïi x = 3. 

BAØI 9 : Ñònh a ñeå haøm soá f(x) = 
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 lieân tuïc taïi x0 = 1. 

BAØI 10 : Tìm giaù trò cuûa m ñeå haøm soá : f(x) = 
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 lieân tuïc taïi x = 1 

BAØI 11 : Tìm a vaø b ñeå haøm soá  
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 lieân tuïc taïi x0 = 0. 

VAÁN ÑEÀ 2 : Haøm soá lieân tuïc treân moät khoaûng, moät ñoaïn. 

BAØI 12 : Chöùng minh raèng haøm soá f(x) = 
















2)x(    

37x

2x

) x(   4x

7

2x 2

lieân tuïc treân khoaûng (–7 ; +). 

BAØI 13 : Tìm caùc khoaûng, nöûa khoaûng maø treân ñoù haøm soá  
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 lieân tuïc. 

VAÁN ÑEÀ 2 : Haøm soá lieân tuïc treân R. 

BAØI 14 : Tìm giaù trò cuûa a ñeå haøm soá f(x) = 
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 lieân tuïc treân R. 

BAØI 15 : Tìm giaù trò cuûa a vaø b ñeå haøm soá : f(x) = 
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 lieân tuïc treân toaøn truïc soá. 

BAØI 16 : Tìm soá thöïc a sao cho haøm soá f(x) = 
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 lieân tuïc treân R. 
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LYÙ THUYEÁT HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC  

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

I. HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC TAÏI MOÄT ÑIEÅM 

Ñònh nghóa  :  Giaû söû haøm soá f xaùc ñònh treân khoaûng (a ; b) vaø x0  (a ; b). Haøm soá f ñöôïc goïi laø lieân tuïc taïi 

ñieåm x0 neáu    
0

xx

xfxflim
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Haøm soá khoâng lieân tuïc taïi ñieåm x0 ñöôïc goïi laø giaùn ñoaïn taïi ñieåm x0. 

 Thí duï 1 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá : f(x) =
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1(  1x2

taïi ñieåm x = –1. 

 Giaûiï : Ta coù :  

f(–1) = 2 

2)1x(lim)x(flim 2

1x1x



 

Vì )1(f)x(flim
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 neân haøm soá f lieân tuïc taïi ñieåm x = –1. 

 Thí duï 2 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá : f(x) =
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1(  1x2

taïi ñieåm x = 1. 

 Giaûiï : Ta coù :  

f(1) = 2 

 2)1x(lim)x(flim 2
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Vì )x(flim)x(flim
1x1x  

  neân haøm soá f khoâng lieân tuïc taïi ñieåm x = 1 (Haøm soá f giaùn ñoaïn taïi ñieåm x = 1). 

II. HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC TREÂN MOÄT KHOAÛNG, TREÂN MOÄT ÑOAÏN 

Ñònh nghóa  :   

a) Giaû söû haøm soá f xaùc ñònh trong taäp hôïp J, trong ñoù J laø moät khoaûng hoaëc hôïp cuûa nhieàu khoaûng. Ta noùi 

raèng haøm soá f lieân tuïc treân J neáu noù lieân tuïc taïi moïi ñieåm thuoäc taäp hôïp ñoù. 

b) Haøm soá f xaùc ñònh treân ñoaïn [a ; b] ñöôïc goïi laø lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] neáu noù lieân tuïc treân khoaûng (a ; 

b) vaø    afxflim
ax




 ;    bfxflim
bx




. 

 Thí duï 3 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá : 
2x1)x(f   treân ñoaïn [–1 ; 1]. 

 Giaûiï : Ta coù :  

Haøm soá ñaõ cho xaùc ñònh treân ñoaïn [–1 ; 1]. 

x0  (–1 ; 1), ta coù :   )x(fx1limx1limxflim 0
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 neân haøm soá f lieân tuïc treân khoaûng (–1 ; 1). 

Maët khaùc : 
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Do ñoù haøm soá ñaõ cho lieân tuïc treân ñoaïn [–1 ; 1]. 

 Thí duï 4 : Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá : 









1) x42x

)x

(       
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 treân taäp xaùc ñònh cuûa noù. 

 Giaûiï :  

Taäp xaùc ñònh cuûa haøm soá laø D = R. 

Treân khoaûng (– ; 1), f(x) = 2x + 4 laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc. 

Treân khoaûng (1 ; +), f(x) = x
3
 + x + 1 laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc. 

Taïi ñieåm x0 = 1, ta coù : 

 f(1) = 3 
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3)1xx(lim)x(flim 3

1x1x
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Vì )x(flim)x(flim
1x1x  

  neân )x(flim
1x

khoâng toàn taïi neân haøm soá f(x) khoâng lieân tuïc taïi ñieåm x0 = 1. 

Keát luaän : Haøm soá f(x) ñaõ cho lieân tuïc treân (– ; 1) vaø treân (1 ; +) nhöng giaùn ñoaïn taïi ñieåm x0 = 1. 

 Chuù yù : Tính lieân tuïc cuûa haøm soá treân caùc nöûa khoaûng [a ; b) , (a ; b] , [a ; +) , ( ; b] , ñöôïc ñònh nghóa 

töông töï nhö tính lieân tuïc cuûa haøm soá treân moät ñoaïn. 

 Nhaän xeùt :  

a) Ñoà thò haøm soá lieân tuïc treân moät khoaûng laø ñöôøng lieân tuïc treân khoaûng ñoù. 

a) Toång, hieäu, tích, thöông cuûa hai haøm soá lieân tuïc taïi moät ñieåm laø nhöõng haøm soá lieân tuïc taïi ñieåm ñoù 

(trong tröôøng hôïp thöông thì giaù trò cuûa maãu taïi ñieåm ñoù phaûi khaùc 0). 

b) Haøm ña thöùc vaø haøm phaân thöùc höõu tæ lieân tuïc treân taäp xaùc ñònh cuûa chuùng (töùc laø lieân tuïc taïi moïi ñieåm 

thuoäc taäp xaùc ñònh cuûa chuùng). 

Ñònh lyù 1 :  Caùc haøm soá löôïng giaùc y = sinx; y = cosx ; y = tanx vaø y = cotx lieân tuïc treân taäp xaùc ñònh cuûa 

chuùng. 

III. TÍNH CHAÁT CUÛA HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC 

Ñònh lyù : (Ñònh lyù veà giaù trò trung gian cuûa haøm soá lieân tuïc) 

Giaû söû haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]. Neáu f(a)  f(b) thì vôùi moãi soá 

thöïc M naèm giöõa f(a) vaø (b), toàn taïi ít nhaát moät ñieåm c  (a ; b) sao cho f(c) = M. 

YÙ nghóa hình hoïc cuûa ñònh lyù : 

Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø M laø moät soá thöïc naèm giöõa f(a) 

vaø f(b) thì ñöôøng thaúng y = M caét ñoà thò cuûa haøm soá y = f(x) ít nhaát taïi moät ñieåm 

coù hoaønh ñoä c  (a ; b). 

Heä quaû : Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø f(a).f(b) < 0 thì toàn taïi ít 

nhaát moät ñieåm c  (a ; b) sao cho f(c) = 0. 

YÙ nghóa hình hoïc cuûa heä quaû : 

Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø f(a).f(b) < 0 thì ñoà thò cuûa haøm soá 

y = f(x) caét truïc hoaønh ít nhaát taïi moät ñieåm coù hoaønh ñoä c  (a ; b). 

Caàn nhôù : Ñeå chöùng minh phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm treânkhoaûng (a ; b), ta thöïc hieän caùc böôùc sau : 

Böôùc 1 : bieán ñoåi phöông trình thaønh daïng f(x) = 0. 

Böôùc 2 : Chöùng minh haøm soá f lieân tuïc treân [a ; b]. 

Böôùc 3 : Tìm hai soá a, b sao cho f(a).f(b) < 0. 

Töø ñoù suy ra phöông trình coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc (a ; b). 

 Chuù yù 

 Neáu f(a).f(b)  0 thì phöông trình coù nghieäm thuoäc [a ; b]. 

 Ñeå tìm ñöôïc f(a) vaø f(b) thoûa f(a).f(b)  0, chuùng ta coù theå duøng caùc keát quaû sau : 

+ Trong boán soá thoûa f(a)f(b)f(c)f(d)  0 luoân coù hai soá coù tích  0. 

+ Trong ba soá thoûa f(a) + f(b) + f(c) = 0 luoân coù hai soá coù tích  0. 

 Coù theå thay f(a) hay f(b) bôûi giôùi haïn cuûa f(x) khi x  . Khi ñoù, ta coù : 

+ Neáu haøm soá f lieân tuïc treân [a ; ) vaø coù     0xflim.af
x




 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm thuoäc  

(a ; ). 

 Neáu haøm soá f lieân tuïc treân ( ; a] vaø     0xflim.af
x




 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm thuoäc  

( ; a). 

 Thí duï 5 : Chöùng minh raèng phöông trình x
3
 + 1011x

2
 + 0,5 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm. 

 Giaûiï : Ñaët f(x) = x
3
 + 1011x

2
 + 0,5  

Haøm soá f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù f(0) = 0,5 > 0. Maët khaùc vì   


xflim
x

 neân toàn taïi moät soá aâm a sao cho f(a) < 0. 

Vì f(0).f(a) < 0 neân theo heä quaû cuûa ñònh lyù veà giaù trò trung gian cuûa haøm soá lieân tuïc, toàn taïi moät soá thöïc c 

thuoäc khoaûng (a ; 0) sao cho f(c) = 0. Soá x = c laø moät nghieäm aâm cuûa phöông trình ñaõ cho. 
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CHÖÙNG MINH PHÖÔNG TRÌNH COÙ NGHIEÄM  

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

1. TÍNH CHAÁT CUÛA HAØM SOÁ LIEÂN TUÏC 

 Ñònh lyù : (Ñònh lyù veà giaù trò trung gian cuûa haøm soá lieân tuïc) 

Giaû söû haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]. Neáu f(a)  f(b) thì vôùi moãi soá 

thöïc M naèm giöõa f(a) vaø (b), toàn taïi ít nhaát moät ñieåm c  (a ; b) sao cho f(c) = M. 

 YÙ nghóa hình hoïc cuûa ñònh lyù : 

Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø M laø moät soá thöïc naèm giöõa f(a) 

vaø f(b) thì ñöôøng thaúng y = M caét ñoà thò cuûa haøm soá y = f(x) ít nhaát taïi moät ñieåm 

coù hoaønh ñoä c  (a ; b). 
 

 Heä quaû 1 :  Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø f(a).f(b) < 0 thì toàn 

taïi ít nhaát moät ñieåm c  (a ; b) sao cho f(c) = 0. 
 

 Heä quaû 2 :  Cho haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø f(a).f(b) < 0. Khi ñoù 

phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát moät nghieäm trong khoaûng (a ; b). 
 

 YÙ nghóa hình hoïc cuûa heä quaû :  

Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b] vaø f(a).f(b) < 0 thì ñoà thò cuûa haøm soá y = f(x) caét truïc hoaønh ít 

nhaát taïi moät ñieåm coù hoaønh ñoä c  (a ; b). 
 

2. PHÖÔNG PHAÙP 

Chöùng minh phöông trình f(x) = g(x) coù nghieäm laø moät öùng duïng raát quan troïng cuûa haøm soá lieân tuïc treân 

ñoaïn. 

 Caàn nhôù : Ñeå chöùng minh phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm treân khoaûng (a ; b), ta thöïc hieän caùc böôùc sau : 

 Chöùng minh haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]. 

 Chöùng minh f(a).f(b) < 0. 
 

 Phöông phaùp chöùng minh phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm 

1) Chöùng minh phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát moät nghieäm, ta thöïc hieän caùc böôùc sau : 

Böôùc 1 : bieán ñoåi phöông trình thaønh daïng f(x) = 0. 

Böôùc 2 : Tìm hai soá a, b sao cho f(a).f(b) < 0. 

Böôùc 3 : Chöùng minh haøm soá f lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]. 

Böôùc 4 : Keát luaän phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát moät nghieäm x0  (a ; b). 

2) Chöùng minh phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát n nghieäm, ta thöïc hieän caùc böôùc sau : 

Böôùc 1 : bieán ñoåi phöông trình thaønh daïng f(x) = 0. 

Böôùc 2 : Tìm n caëp soá ai, bi sao cho caùc khoaûng (ai ; bi) rôøi nhau vaø f(ai).f(bi) < 0, vôùi I = 1, 2, … , n 

Böôùc 3 : Chöùng minh haøm soá f lieân tuïc treân ñoaïn [a ; b]. 

Böôùc 4 : Keát luaän phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát moät nghieäm xi  (ai ; bi). 

 Chuù yù 1 : Khi phöông trình f(x) = 0 coù chöùa tham soá thì caàn choïn a, b sao cho : 

 f(a), f(b) khoâng coøn chöùa tham soá hoaëc chöùa tham soá nhöng daáu khoâng ñoåi (hoaëc chæ döông hoaëc chæ aâm) 

 Hoaëc f(a), f(b) chöùa tham soá nhöng tích f(a).f(b) luoân aâm. 

 Chuù yù 2 : 

 Neáu f(a).f(b)  0 thì phöông trình coù nghieäm thuoäc [a ; b]. 

 Ñeå tìm ñöôïc f(a) vaø f(b) thoûa f(a).f(b)  0, chuùng ta coù theå duøng caùc keát quaû sau : 

+ Trong boán soá thoûa f(a)f(b)f(c)f(d)  0 luoân coù hai soá coù tích  0. 

+ Trong ba soá thoûa f(a) + f(b) + f(c) = 0 luoân coù hai soá coù tích  0. 

 Coù theå thay f(a) hay f(b) bôûi giôùi haïn cuûa f(x) khi x  . Khi ñoù, ta coù : 

+ Neáu f lieân tuïc treân [a ; ) vaø coù     0xflim.af
x




 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm thuoäc (a ; ). 

 Neáu f lieân tuïc treân ( ; a] vaø     0xflim.af
x




 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm thuoäc ( ; a). 
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3. BAØI TAÄP 

BAØI 1 : Chöùng minh raèng phöông trình : 

1) 2x
5
 + 3x + 2 = 0 coù nghieäm.  

2) 020x12x6x4x3
234   coù nghieäm. 

3) x
5
 + 2x

4
 – 3x – 2 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm.  

4)     0399x2200x.199x
34

  coù ít nhaát moät nghieäm thöïc. 

5) 4x
4
 + 2x

2
 + x – 3 = 0 coù ít nhaát hai nghieäm thuoäc (1 ; 1). 

6) 2x
3
 – 6x + 1 = 0 coù 3 nghieäm treân khoaûng (–2 ; 2).  

7) 01x6x2
3   voâ nghieäm treân caùc khoaûng  2;  vaø  ;2  (töùc laø voâ nghieäm khi 2x  ). 

8) x
5
 – 3x

4
 + 5x – 2 = 0 coù ít nhaát ba nghieäm trong khoaûng (2 ; 5). 

9) 021x6x
3   coù nghieäm döông. 

10) x
5
 – 5x – 1 = 0 coù ít nhaát ba nghieäm. 

11) 2x
3
 – 10x – 7 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm. 

12) x
3
 + x + 1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm lôùn hôn –1.  

13) 7x3x2x
23   coù ít nhaát moät nghieäm lôùn hôn 2. 

14) 100x
3
 – 10x – 1 = 0 coù ít nhaát hai nghieäm aâm.  

15) 01x26x
25   coù ít nhaát hai nghieäm thuoäc khoaûng  1;1 . 

16) x
2
cosx + xsinx + 1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc (0 ; ).  

17) cosx = x
2
 + x coù nghieäm. 

18) x
5
 – 5x

3
 + x

2
 + 5 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm. 

19) x
3
 + 2018x

2
 + 0,1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm.  

20) x
3
 – 2018x

2
 – 0,1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm döông.  

21) x
3
 + ax

2
 + bx + c = 0 coù ít nhaát moät nghieäm vôùi moïi a, b, c  R. 

22) 0

3

2

3

b2
cxbxaxx

234   luoân coù nghieäm. 

23) x
3
 + 1011x

2
 + 0,1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm.  

24) x
4
 – x – 3 = 0 coù nghieäm x0  (1 ; 2) vaø 

7

0
12x  . 

25) x
5
 – x – 2 = 0 coù nghieäm duy nhaát 

3

0
2x  . 

26) x
3
 – 3x

2
 – 1 coù nghieäm x0  (3 ; 4). Khoâng tính  5 36f  ;  5 361f  . Haõy chöùng minh 

5

0
361x   

27) x
3
 + x – 1 = 0 coù nghieäm duy nhaát x0 thoûa maõn 

2

1
x0

0
 . 

28) ax
2
 + bx + c = 0 coù nghieäm x0  [0 ; 1] bieát 2a + 2b + 3c = 0. 

29) ax
2
 + bx + c = 0 luoân coù nghieäm thuoäc (0 ; 1) vôùi 2a + 3b + 6c = 0. 

30) ax
2
 + bx + c = 0 (a  0) coù nghieäm trong 









3

1
;0  vaø thoûa maõn 2a + 6b + 19c = 0. 

31) atan
2
x + btanx + c = 0 thoûa 2a + 3b + 6c = 0 coù ít nhaát moät nghieäm trong khoaûng 











 k

4

;k , k  Z. 

BAØI 2 : Chöùng minh raèng phöông trình : 

1) m(x – 1)(x + 2) + 2x + 1 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

2) m(x – 1)
2018

(x – 3) + 2x – 5 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

3) x
4
 + mx

2
 – (4m + 1)x + 3m – 3 = 0 luoân luoân coù nghieäm vôùi moïi tham soá m. 

4) m

xsin

1

xcos

1
  luoân coù nghieäm m R. 

5) cosx + mcos2x = 0 luoân coù nghieäm m R. 

6) 2sinx + cosx + m.cos2x = 0 luoân coù nghieäm vôùi moïi m. 

7) (1 – m
2
)(x + 1)

3
 + x

2
 – x – 3 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

8) (m
2
 + 1)(x

3
 – 1) – 6 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm thöïc vôùi moïi soá thöïc m. 
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9) (m
2
 + 2m + 3)x

4
 + 2x – 2 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

10) (m
2
 + m + 3)(x – 2) + 4 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

11) 2012x
2012

 + mx
2013

 – m
2
x – 2010 = 0 luoân coù nghieäm m R. 

12) (1 – m
2
)x

5
 – 3x – 1 = 0 luoân coù nghieäm vôùi moïi m. 

13) (m
2
 + 1)x

3
 – 2m

2
x

2
 – 4x + m

2
 + 1 = 0 coù ba nghieäm phaân bieät m R. 

14) x
3
 + mx

2
 – 1 = 0 luoân coù moät nghieäm döông vôùi moïi m. 

15) (m
2
 – m + 3).x

2018
 – 2x – 4 = 0 luoân coù nghieäm aâm vôùi moïi giaù trò cuûa tham soá m 

16)   1mmx1x

3

  luoân coù moät nghieäm lôùn hôn 1. 

17) x
3
 – 3x = m coù ít nhaát hai nghieäm vôùi moïi giaù trò cuûa m  (2 ; 2). 

18) mx31x21x1   vôùi m > 3 laø tham soá, luoân luoân coù nghieäm vaø nghieäm ñoù laø duy nhaát. 

19) x
3
 – mx

2
 + (m + 1)x – 2 = 0 luoân coù ít nhaát 2 nghieäm phaân bieät m R. 

20) mx
4
 + 2x

2
 – x – m = 0 luoân luoân coù 2 nghieäm m R. 

BAØI 3 :  

1) Chöùng minh raèng phöông trình : acos
4
x + bcos

3
x – 2c.cosx = 2asin

3
x luoân coù nghieäm vôùi moïi a, b, c. 

2) Chöùng minh raèng phöông trình : a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx = 0 luoân coù nghieäm. 

3) Chöùng minh raèng phöông trình : ab(x – a)(x – b) + bc(x – b)(x – c) + ca(x – c)(x – a) = 0 luoân coù nghieäm. 

4) Chöùng minh raèng phöông trình : a(x – b)(x – c) + b(x – c)(x – a) + c(x – a)(x – b) = 0 luoân coù nghieäm. 

5) Cho haøm soá  f(x) = 32xm

2

3
x

223   (m laø tham soá). Chöùng minh raèng : neáu m < –2 hay m > 2 thì 

phöông trình f(x) = 0 coù ñuùng 3 nghieäm phaân bieät x1, x2, x3 thoûa ñieàu kieän x1 < 0 < x2 < x3. 

6) Cho f(x) = ax
2
 + bx + c (1) vaø cho m > 0 thoûa 0

m

c

1m

b

2m

a






. Chöùng minh phöông trình f(x) = 0 

coù nghieäm trong (0 ; 1). 

7) Giaû söû hai haøm soá y = f(x) vaø y = 









2

1
xf  ñeàu lieân tuïc treân [0 ; 1] vaø f(0) = f(1). Chöùng minh raèng 

phöông trình :   0

2

1
xfxf 








  luoân coù nghieäm trong 









2

1
;0 . 

BAØI 4 : Cho f laø haøm soá lieân tuïc treân [a ; b] vaø m, n laø hai soá döông tuøy yù.  

Chöùng minh phöông trình  
   

nm

bnfamf
xf




  coù nghieäm thuoäc [a ; b]. 

BAØI 5 : Cho haøm soá f(x) lieân tuïc vaø ñoàng bieán treân ñoaïn [a ; b]. 

Chöùng minh raèng vôùi moïi daõy höõu haïn caùc soá c1, c2, c3, …, cn ñeàu thuoäc ñoaïn [a ; b] thì phöông trình : 

        n321 cfcfcfcf
n

1
)x(f    luoân coù nghieäm trong ñoaïn [a ; b]. 

4. CAÙC VÍ DUÏ  

Ví duï 1 : Chöùng minh raèng phöông trình 2x
5
 + 3x + 2 = 0 coù nghieäm.  

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = 2x
5
 + 3x + 2, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R (1) 

Ta coù:  

f(–1) = 3 < 0. 

f(0) = 2 > 0. 

     00f.1f   (2) 

Töø (1) vaø (2) suy ra phöông trình ñaõ cho coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc (–1 ; 0). 

Ví duï 2 : Chöùng minh raèng phöông trình     0399x2200x.199x
34

  coù ít nhaát moät nghieäm thöïc. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët       399x2200x.199xxf
34

 . 

Haøm soá f laø haøm ña thöùc xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R   haøm soá f lieân tuïc treân  200,199 . 
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Ta coù : 

     

     
      011.1200f.199f

1399200.2200200.199200200f

1399199.2200199.199199199f

34

34











 

 phöông trình   0xf   coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc  200;199  

Vaäy phöông trình     0399x2200x.199x
34

  coù ít nhaát moät nghieäm thöïc. 

Ví duï 3 : Chöùng minh raèng phöông trình : 2x
3
 – 6x + 1 = 0 coù 3 nghieäm treân khoaûng (–2 ; 2).  

 Höôùng daãn : 

Xeùt haøm soá   1x6x2xf
3   lieân tuïc treân ñoaïn  2;2  

  032f  ;   010f   ;   031f   ;   052f   

    00f.2f   neân phöông trình coù nghieäm  0;2  

     01f.0f   neân phöông trình coù nghieäm  1;0  

     02f.1f   neân phöông trình coù nghieäm  2;1  

Vaäy phöông trình ñaõ cho coù 3 nghieäm treân khoaûng (–2 ; 2). 

Ví duï 4 : Chöùng minh : phöông trình 7x3x2x
23   coù ít nhaát moät nghieäm lôùn hôn 2. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët   7x3x2xxf
23  , f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù : 

 




































1173.33.233f

259,07

10

21
3

10

21
2

10

21

10

21
f

23

23

   

  0849,211.259,03f

10

21
f 








   2  

Töø  1  vaø  2  suy ra phöông trình   0xf   coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc 







3;

10

21
. 

Vaäy phöông trình : 07x3x2x
23   coù ít nhaát moät nghieäm lôùn hôn 2. 

Ví duï 5 : Chöùng minh raèng phöông trình x
2
cosx + xsinx + 1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc (0 ; ).  

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = x
2
cosx + xsinx + 1, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

 haøm soá f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [0 ; ]. (1) 

Maët khaùc :  

f(0) = 1 > 0 

f() = 
2
cos + sin + 1 = 1 – 

2
 < 0 

  f(0).f() = 1 – 
2
 < 0   (2) 

Töø (1) vaø (2) suy ra phöông trình ñaõ cho coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc (0 ; ). 

Ví duï 6 : Chöùng minh raèng phöông trình x
3
 + 2020x

2
 + 0,1 = 0 coù ít nhaát moät nghieäm aâm.  

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = x
3
 + 2020x

2
 + 0,1, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù : f(0) = 0,1 > 0.  

Vì   


xflim
x

 neân toàn taïi moät soá thöïc a sao cho f(a) < 0.  

Vì f(0).f(a) < 0 neân theo heä quaû cuûa ñònh lí veà giaù trò trung gian cuûa haøm soá lieân tuïc, toàn taïi moät soá thöïc c  

(a ; 0) sao cho f(c) = 0.  

 x = c laø moät nghieäm aâm cuûa phöông trình ñaõ cho. 

Vaäy phöông trình ñaõ cho coù ít nhaát moät nghieäm aâm. 

 Caùch khaùc :  

Ñaët f(x) = x
3
 + 2020x

2
 + 0,1, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù: f(0) = 0,1 > 0 ; f(–2222) = –997331367,9 < 0 

 f(0).f(–2222) < 0 neân phöông trình coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc khoaûng (–2222 ; 0).  

Vaäy phöông trình ñaõ cho coù ít nhaát moät nghieäm aâm. 
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Ví duï 7 : Chöùng minh raèng phöông trình : 0

3

2

3

b2
cxbxaxx

234   luoân coù nghieäm. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët 

3

2

3

b2
cxbxaxx)x(f

234  , f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

 
3

1
c

3

b
a1f   ;  

3

2

3

b2
0f   ; 

3

1
c

3

b
a)1(f    

 f(–1) + f(0) + f(1) = 0  trong ba soá f(0), f(1), f(1) phaûi coù hai soá coù tích  0 

 phöông trình ñaõ cho coù nghieäm. 

Ví duï 8 : Chöùng minh raèng phöông trình m(x – 1)(x + 2) + 2x + 1 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = m(x – 1)(x + 2) + 2x + 1, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù: f(1) = 3 > 0 ; f(–2) = –3 < 0. 

  f(1).f(–2) = 3.(–3) < 0, m R  

 phöông trình ñaõ cho coù ít nhaát moät nghieäm thuoäc khoaûng (–2 ; 1). 

Vaäy phöông trình ñaõ cho luoân luoân coù nghieäm m R. 

Ví duï 9 : Cho phương trình (m + 1)(x
2
 + m)x

2
 – (4x – 3)(m

2
 + 4m + 3) = 0 (1) với m là tham số. Chứng minh 

rằng với mọi m  R, phương trình  (1) luôn có nghiệm x. 

 Hướng dẫn 

Ñaët f(x) = (m + 1)(x
2
 + m)x

2
 – (4x – 3)(m

2
 + 4m + 3), f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

+ f(1) = –2( m + 1) và f(3) = 54(m + 1) 

 f(1).f(3) = –108(m + 1)
2
 ≤ 0  (a) 

+ f là hàm số liên tục trên đoạn [1; 3]  (b) 

Từ (a) và (b) suy ra phương trình f(x) = 0 có nghiệm x  [1; 3],  m  R 

Do đó phương trình (1) luôn có nghiệm x. 

Ví duï 10 : Chöùng minh raèng m phöông trình m
xsin

1

xcos

1
  luoân coù nghieäm. 

 Höôùng daãn : 

Ñieàu kieän : 

2

k
x


 , k  Z. Ta coù: 

1 1
m sin x cos x m.sin x.cos x 0

cos x sin x
       

Xeùt haøm soá   xcos.xsin.mxcosxsinxf   lieân tuïc treân ñoaïn 






 

2

;0 . Ta coù : 

 
  0

2
f.0f

01
2

f

010f








 

















 



  phöông trình   0xf   luoân coù moät nghieäm thuoäc 






 

2
;0  

Vaäy phöông trình luoân coù moät nghieäm thuoäc khoaûng 






 

2
;0 . 

Ví duï 11 : Chöùng minh raèng phöông trình (1 – m
2
)(x + 1)

3
 + x

2
 – x – 3 = 0 luoân luoân coù nghieäm m R. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = (1 – m
2
)(x + 1)

3
 + x

2
 – x – 3, f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

  011f   ;   m,02m2f 2   

    02f.1f   neân phöông trình coù nghieäm  1;2   

Vaäy phöông trình ñaõ cho luoân luoân coù nghieäm m R. 

Ví duï 12 : Chöùng minh phöông trình: (m
2
 + 1)x

3
 – 2m

2
x

2
 – 4x + m

2
 + 1 = 0 coù 3 nghieäm phaân bieät m R. 

 Höôùng daãn : 

Xeùt haøm soá f(x) = (m
2
 + 1)x

3
 – 2m

2
x

2
 – 4x + m

2
 + 1, f(x) laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

f(3) = 44m
2
 – 14 < 0, m ; f(0) = m

2
 + 1 > 0, m ; f(1) = 2 < 0, m ; f(2) = m

2
 + 1 > 0, m 

Do ñoù, ta coù : f(3).f(0) < 0 ; f(0).f(1) < 0 vaø f(1).f(2) < 0 vôùi moïi m. 
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f lieân tuïc treân caùc ñoaïn [3 ; 0], [0 ; 1] vaø [1 ; 2]. 

Do ñoù toàn taïi x1 ; x2 ; x3 sao cho 3 < x1 < 0 < x2 < 1 < x3 < 2 sao cho f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0. 

Suy ra phöông trình ñaõ cho coù ba nghieäm laø : x1 ; x2 ; x3. 

Ví duï 13 : Chöùng minh phöông trình:   1mmx1x

3

  luoân coù moät nghieäm lôùn hôn 1. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët 1xt  , ñieàu kieän: t  0. 

Khi ñoù, phöông trình coù daïng: f(t) = t
3
 + mt

2
 – t = 0 laø haøm ña thöùc neân lieân tuïc treân R. 

Xeùt haøm soá y = f(t) lieân tuïc treân [0 ; ). 

Ta coù: f(0) = 1 < 0. Maët khaùc:   


tflim
t

 vaäy toàn taïi c > 0 ñeå f(c) > 0 

Suy ra: f(0).f(c) < 0. Vaäy phöông trình f(t) = 0 luoân coù nghieäm t0  (0 ; c), khi ñoù: 
0

t1x    t0

2
 + 1 > 1 

Vaäy vôùi moïi m thì phöông trình luoân coù moät nghieäm lôùn hôn 1. 

Ví duï 14 : Chöùng minh raèng phöông trình mx
4
 + 2x

2
 – x – m = 0 luoân luoân coù 2 nghieäm m R. 

 Höôùng daãn : 

 Xeùt m = 0. Phöông trình trôû thaønh : 2x
2
 – x = 0    x = 0  x =

2

1
 : phöông trình coù 2 nghieäm. 

 Xeùt m  0. Phöông trình trôû thaønh : 01x
m

1
x

m

2
x 24   

Ñaët f(x) = 1x
m

1
x

m

2
x 24  , haøm soá f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

f(0) = –1 < 0 

  


xflim
x

 neân toàn taïi moät soá aâm a sao cho f(a) > 0. 

  


xflim
x

 neân toàn taïi moät soá döông b sao cho f(b) > 0. 

  f(a). f(0) < 0 vaø f(0). f(b) < 0 

Vaäy phöông trình ñaõ cho luoân luoân coù 2 nghieäm m R. 

Ví duï 15 : Chứng minh phương trình 
5

2

1
0

1


 

 

x
mx

x x
 luôn có ít nhất một nghiệm dương với mọi m  R. 

 Hướng dẫn 

Xét hàm số 
5

2

1
0

1


 

 

x
mx

x x
 có tập xác định là R (vì x

2
 + x + 1 > 0, x) 

Haøm soá f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

f(0) = –1 ; 
5 5

3

2 2x x x

2

1
1

x 1 mxlim f (x) lim mx lim x
1 1x x 1 x

1
x x

  

 
  

       
     

 

  

  tồn tại một số a sao cho f(a) > 0  f(0).f(a) < 0   

 phương trình có ít nhất một nghiệm x0  (0 ; a)  x0 > 0. 

Vậy phương trình luôn có ít nhất một nghiệm dương với mọi m  R. 

Ví duï 16 : Chöùng minh phöông trình : acos
4
x + bcos

3
x – 2c.cosx = 2asin

3
x luoân coù nghieäm vôùi moïi a, b, c. 

 Höôùng daãn : 

Xeùt haøm soá f(x) = acos
4
x + bcos

3
x – 2c.cosx  2asin

3
x treân 







 


2

;

2

, ta coù : 

 f lieân tuïc treân 






 


2

;

2

       0a4a2a2

2

f

2

f
2 







 







 
  

Vaäy phöông trình f(x) coù nghieäm 






 


2

;

2

x , do ñoù (1) coù nghieäm vôùi moïi a, b, c. 
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Ví duï 17 : Chứng minh phương trình 
2017 2018 1

0
x x

a b c
   , (a, b, c  R) thỏa , , 0a b c   và 2 0bc ac ab    có 

ít nhất một nghiệm thuộc khoảng  (0 ; 1). 

 Hướng dẫn 

Đặt
2017 2018 1

( )
x x

f x
a b c

    có tập xác định là R (vì a, b, c  0), f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

1
(0)f

c
   ; 

1 1 1
(1)f

a b c
    

1 1 2 bc ac 2ab 0
f (0) f (1) 0

a b c abc abc

 
         

Do c  0 nên (0) 0f   nên (0) à (1)f v f  là hai số trái dấu nhau. 

 x0  (0 ; 1) sao cho f(x0) = 0. 

Vậy phương trình có ít nhất 1 nghiệm thuộc khoảng  (0 ; 1). 

Ví duï 18 : Cho hàm số 
4 3 2( ) ( 1) 2f x ax b x x x c      . 

a) Tính ( 2) 3 (0) 4 (1)f f f    theo a, b, c. 

b) Chứng minh phương trình f(x) = 0 luôn có nghiệm thực với mọi số thực a, b, c thỏa5 2 0a b c    và 0c   

 Hướng dẫn 

a) Tính f(–2) + 3f(0) + 4f(1) theo a, b, c. 

( 2) 16 8f a b c     ; (0)f c  ; (1)f a b c    

( 2) 3 (0) 4 (1) 16 8 3 4( ) 20 4 8f f f a b c c a b c a b c              

b) Chứng minh phương trình f(x) = 0 luôn có nghiệm thực với mọi số thực a, b, c thỏa 5a – b + 2c = 0 và c  0. 

Ta có: ( 2) 3 (0) 4 (1) 4(5 2 ) 0f f f a b c        và (0) 0f c   

Nên: có hai trong ba giá trị ( 2)f  , 3 (0)f  và 4 (1)f  trái dấu 

 ( 2). (0) 0f f   hoặc ( 2). (1) 0f f   hoặc (0). (1) 0f f   

Mà hàm số ( )f x  là hàm số xác định, liên tục trên R 

Nên phương trình ( ) 0f x   luôn có nghiệm 

Ví duï 19 : Chöùng minh raèng phöông trình : a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx = 0 luoân coù nghieäm. 

 Höôùng daãn : 

Ñaët f(x) = a.sin3x + b.cos2x + c.cosx + sinx 

Haøm soá f(x) xaùc ñònh treân R neân lieân tuïc treân R. 

Ta coù :   cb0f   ; 1ba
2

f 






 
 ;   cbf   ; 1ba

2

3
f 







 
 

neân c,b,a,0
2

3
f)(f

2
f)0(f 







 








 
  

Do ñoù toàn taïi 2 giaù trò 







 





2

3
;;

2
;0q,p  thoûa f(p).(q)  0. 

Vaäy phöông trình ñaõ cho luoân luoân coù nghieäm m R. 

Ví duï 20 : Chöùng minh raèng phöông trình : ab(x – a)(x – b) + bc(x – b)(x – c) + ca(x – c)(x – a) = 0 luoân coù 

nghieäm. 

 Höôùng daãn : 

Xeùt f(x) = ab(x – a)(x – b) + bc(x – b)(x – c) + ca(x – c)(x – a) lieân tuïc treân R, ta coù : 

f(a) = bc(a – b)(a – c)  

f(b) = ca(b – c)(b – a)  

f(c) = ab(c – a)(c – b) 

 f(0).f(a).f(b).f(c) = –a
2
b

2
c

2
(a – b)

2
(b – c)

2
(c – a)

2
(a

2
b

2
 + b

2
c

2
 + c

2
a

2
) = M 

 Neáu M = 0 thì phöông trình coù nghieäm laø 0, a, hay b, hay c. 

 Neáu M < 0 thì trong 4 soá f(0), f(a), f(b) vaø f(c) phaûi coù hai soá traùi daáu nhau. 

Vaäy phöông trình luoân coù nghieäm. 
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SÖÛ DUÏNG MAÙY TÍNH TRONG HAØM LIEÂN TUÏC 

Caâu 1 : Cho phöông trình 0
8

1
xx3x 34    (1). Choïn khaúng ñònh ñuùng: 

A. Phöông trình (1) coù ñuùng moät nghieäm treân khoaûng (–1 ; 3). 

B. Phöông trình (1) coù ñuùng hai nghieäm treân khoaûng (–1 ; 3). 

C. Phöông trình (1) coù ñuùng ba nghieäm treân khoaûng (–1 ; 3). 

D. Phöông trình (1) coù ñuùng boán nghieäm treân khoaûng (–1 ; 3). 

 Höôùng daãn :  choïn D 

Söû duïng chöùc naêng Table vaø nhaäp: 

8

1
XX3X)X(f 34   vaø choïn: Start: –1 ; End: 3 ; Step: 0.2 

 

Quan saùt keát quaû ta thaáy giaù trò cuûa f(x) taïi caùc ñieåm trong khoaûng (–1 ; 3) ñoåi daáu 4 laàn. Maø phöông trình 

baäc 4 thì coù toái ña 4 nghieäm thöïc. Vaäy phöông trình coù ñuùng 4 nghieäm thöïc phaân bieät treân khoaûng (–1 ; 3). 

Do ñoù ñaùp aùn D laø ñuùng. 

 

Caâu 2 : Cho phöông trình 01xx5x2 24    (1). Choïn khaúng ñònh ñuùng: 

A. Phöông trình (1) khoâng coù nghieäm trong khoaûng (–1 ; 1). 

B. Phöông trình (1) khoâng coù nghieäm trong khoaûng (–2 ; 0). 

C. Phöông trình (1) chæ coù moät nghieäm trong khoaûng (–2 ; 1). 

D. Phöông trình (1) coù ít nhaát hai nghieäm trong khoaûng (0 ; 2). 

 Höôùng daãn :  choïn D 

Söû duïng chöùc naêng Table vaø nhaäp: 1XX5X2)X(f 24   vaø choïn: Start: –2 ; End: 2 ; Step: 0.2 

 

 

Quan saùt keát quaû ta thaáy treân khoaûng (–1 ; 1) phöông trình coù ít nhaát 2 nghieäm, treân khoaûng(–2 ; 0) phöông 

trình coù ít nhaát 2 nghieäm, treân khoaûng(–2 ; 1) phöông trình coù ít nhaát 3 nghieäm, treân khoaûng(0 ; 2) phöông 

trình coù ít nhaát 2 nghieäm. Do ñoù ñaùp aùn D laø ñuùng. 


