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GIÔÙI HAÏN CUÛA DAÕY SOÁ 

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

A. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN 0 

BAØI 1 : Chöùng minh raèng caùc daõy soá (un) sau ñaây coù giôùi haïn 0 : 
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BAØI 2 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 
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B. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN HÖÕU HAÏN 

BAØI 3 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 
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ÑS : 1) –3 ; 2) –3/2 ; 3) 2 ; 4) 3/2  ; 5) 2/3 ; 6) 3/2 ; 7) 2 ; 8) –2/3 ; 9) 4/3 ; 10) 1/2 ; 11) 1/4 ; 12) –4/27 ; 

13) 2 /2 ;  14) 2/2  ; 15) 98 ; 16) 1/2. 

 

C. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN VOÂ CÖÏC 

BAØI 4 : Tính giôùi haïn cuûa daõy soá : 
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ÑS : 1) – ; 2) – ; 3) + ; 4) – ; 5) – ; 6) + ; 7) + ; 8) + ; 9) + ; 10) + ; 11) – ; 12) + 

BAØI 5 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1)  n1nnlim
2    2) lim  2nn3n 2    3) lim  1n43n4n4 22   

4)  2nn2nlim
3 23    5) lim

3 322 n8n2nn4   6 lim  n1nn   
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7) lim  2n1nn 22         8)  3 33 23

1nnnlim    9)  nn2nlim
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ÑS : 1) 1/2 ; 2)–7/2 ; 3) 1 ; 4) 8/3 ; 5) 5/12 ; 6)1/2 ; 7) 1/3 ; 8) 3/2 ; 9) –2/3; 10) –7/2 ; 11) 1 ; 12)–2/3 ; 13)

13   ; 14) 31  ; 15) 1/3 ; 16) 2 /2. 

BAØI 6 : Tính giôùi haïn cuûa daõy soá : 

1)  n27nlim
3 2    2  1n2nnlim    3)  1n2nnlim
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1
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  ÑS : 1) – ; 2) + ; 3) + ; 4) + ; 5) + ; 6) +. 

 

D. MOÄT SOÁ DAÏNG TOAÙN KHAÙC 

BAØI 7 : Tìm giôùi haïn cuûa caùc daõy soá (un) vôùi : 

1)  4nn2nlim 23   2) 1nn5n3lim 24   3) 







 5n2sin3n

2

1
lim

2

 4) lim(2n + cosn) 

5) 2nnn2lim
24   6) 

3 3

nn21lim    7) 

4 2

2

4n 2n 3n
lim

n 2n 2n

 

 
 8) 2n3.2lim
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ÑS : 1) + ; 2) + ; 3) + ; 4) + ; 5) + ; 6) – ; 7) + ; 8) + 

BAØI 8 : Tính giôùi haïn cuûa daõy soá :  
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ÑS : 1) –1/3 ; 2) 20 ; 3) 7 ; 4)–1 ; 5) 41/2 ; 6) –6 ; 7) + ; 8) 1/2 ; 9) 1/3 ; 10) 1/625 ; 11) 1/3 ; 12) 3/3 . 

BAØI 9 : Tính : 
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ÑS : 1) 0 ; 2) 1 ; 3) 0 ; 4) 0 ; 5) 3/2 ; 6) 1 ; 7) 8/5 ; 8) 1/2 ; 9) 2/3. 

BAØI 10 : Tìm toång cuûa caùc caáp soá nhaân luøi voâ haïn 

1) 
1 1 1

S 2 1 ...
2 4 8

       ÑS : S = 4   2) ...

2

1
...

2

1

2

1
S

n2
  ÑS : S = 1. 

BAØI 11 : Ñoåi moãi soá thaäp phaân voâ haïn tuaàn hoaøn sau thaønh phaân soá : 

1) 0,4444…    ÑS : 4/9           2) 0,121212..  ÑS : 12/99  

3) 0,32111..  ÑS : 289/900    4) 5,616161…    ÑS : 556/99 

BAØI 12 : (SGK) Toång cuûa moät caáp soá nhaân luøi voâ haïn laø 5/3, toång ba soá haïng ñaàu tieân cuûa noù laø 39/25. Tìm 

soá haïng ñaàu vaø coâng boäi.      ÑS : q = 2/5 ; u1 = 1. 
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 LYÙ THUYEÁT GIÔÙI HAÏN CUÛA DAÕY SOÁ 

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

A. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN 0 

1) Ñònh nghóa : Ta noùi raèng daõy soá (un) coù giôùi haïn 0 (hay coù giôùi haïn laø 0) neáu vôùi moãi soá döông nhoû tuøy yù 

cho tröôùc, moïi soá haïng cuûa daõy soá, keå töø moät soá haïng naøo ñoù trôû ñi, ñeàu coù giaù trò tuyeät ñoái nhoû hôn soá 

döông ñoù. khi ñoù ta vieát : lim (un) = 0 hoaëc 0ulim
n

n




hoaëc un  0 khi n  + 

2) Moät soá ñònh lyù : 

a) Ñònh lyù 1 : Cho hai daõy soá (un) vaø (vn). Neáu 
n

u   vn vôùi moïi n vaø lim vn = 0 thì lim un = 0. 

b) Heä quaû : 
k

1
lim 0

n
   (k > 0) 

Moät soá daõy soá coù giôùi haïn 0 :  0
n

1
lim   ; 

2

1
lim 0

n
 ; 0

n

1
lim   ; 0

n

1
lim

3

  

c) Ñònh lyù 2 : Neáu q  < 1 thì limq
n
 = 0. 

 Thí duï : Chöùng minh raèng caùc daõy vôùi soá haïng toång quaùt sau coù giôùi haïn 0 : a) 
 

5n

1
n




 b) 

5n

nsin


 

Ta coù : 
 

n

1
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1
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1
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 vaø 0

n

1
lim   neân 

 
0

5n

1
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B. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN HÖÕU HAÏN 

1) Ñònh nghóa : Ta noùi raèng daõy soá (un) coù giôùi haïn laø soá thöïc L neáu lim(un – L) = 0. 

Khi ñoù ta vieát : lim (un) = L hoaëc Lulim n  hoaëc un  L 

Daõy soá coù giôùi haïn laø moät soá thöïc goïi laø daõy soá coù giôùi haïn höõu haïn. 

 Thí duï : Chöùng minh raèng 55

5

2
lim

n
























 

Ta coù : 

n n
2 2

lim 5 5 lim 0
5 5

    
            

. Vaäy theo ñònh nghóa ta coù : 55

5

2
lim

n
























 

2) Moät soá ñònh lyù : 

Ñònh lyù 1 : Giaû söû limun = L. Khi ñoù : 

a) Lulim
n
  vaø 

33

n
Lulim   

b) Neáu un  0 vôùi moïi n thì L  0 vaø Lulim
n
  

Ñònh lyù 2 : Giaû söû limun = L, limvn = M vaø c laø haèng soá. Khi ñoù : 

a) ML)vulim( nn    b) ML)vulim( nn    c) M.L)v.ulim( nn   

d) L.c)u.clim( n     e) 

M

L

v

u
lim

n

n    (neáu M  0) 

3) Toång caáp soá nhaân luøi voâ haïn : 

Xeùt caáp soá nhaân : u1 , u1q , u1q
2
 , … , u1q

n
 , … coù coâng boäi laø q vôùi 1q  (goïi laø moät caáp soá nhaân luøi voâ haïn). 

 

Khi ñoù :  S = u1.q + u2.q
2
 + … + unq

n
 = 

q1

u1


 

 

 Thí duï 2 : Tính : 

2

1
+ 

4

1
+ 

8

1
+ … + 

n

2

1
 + …. Caáp soá nhaân ñaõ cho luøi voâ haïng vôùi soá haïng ñaàu : 

2

1
u1   vaø coâng boäi 

2

1
q   neân : S = 

2

1
+ 

4

1
+ 

8

1
+ … + 

n

2

1
 + … = 1

2

1
1

2

1

q1

u1 
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C. DAÕY SOÁ COÙ GIÔÙI HAÏN VOÂ CÖÏC 

1) Ñònh nghóa 1 :  (Daõy soá coù giôùi haïn +) Ta noùi raèng daõy soá (un) coù giôùi haïn laø + neáu vôùi moãi soá döông 

tuøy yù cho tröôùc, moïi soá haïng cuûa daõy soá, keå töø moät soá haïng naøo ñoù trôû ñi, ñeàu lôùn hôn soá döông ñoù.  

Khi ñoù ta vieát : lim(un) = + hoaëc limun = +  hoaëc un  +. 

AÙp duïng ñòng nghóa treân ta coù theå chöùng minh ñöôïc : 

a) limn = +  b) lim n  = + c) lim
3 n  = + 

 

2) Ñònh nghóa 2 :  (Daõy soá coù giôùi haïn –) Ta noùi raèng daõy soá (un) coù giôùi haïn laø – neáu vôùi moãi soá aâm 

tuøy yù cho tröôùc, moïi soá haïng cuûa daõy soá, keå töø moät soá haïng naøo ñoù trôû ñi, ñeàu lôùn hôn soá aâm ñoù.  

Khi ñoù ta vieát : lim (un) = – hoaëc 


n
n

ulim hoaëc un  – khi n  + 

3) Ñònh lyù 1  :  Neáu nulim  thì 0
u

1
lim

n

  

4) Ñònh lyù 2 : (Ñònh lyù keïp veà giôùi haïn daõy soá) 

Cho ba daõy soá (un), (vn), vaø (wn). Neáu nnn wvu  vôùi moïi n vaø limun = limwn = L (L  R) thì limvn = L. 

 Thí duï 3 : Tìm giôùi haïn cuûa daõy soá : 

n

)10nsin()1(
lim

n 
 

 Giaûi :  

Ta coù : (–1)
n
  1 vaø sin(n + 10)  1 

  (–1)
n
 + sin(n + 10)  (–1)

n
 + sin(n + 10)  1 + 1 = 2   

  –2  (–1)
n
 + sin(n + 10)  2 

  

n

2

n

)10nsin(n)1(

n

2



  

Vì 0
n

2
lim

n

2
lim 

















  neân theo ñònh lyù keïp ta coù 0

n

)10nsin()1(
lim

n




 

 

 

Qui taéc 1 Qui taéc 2 Qui taéc 3 

Neáu limun =  vaø limvn = 

 thì lim(un.vn) ñöôïc cho 

nhö sau : 

Neáu limun =  vaø limvn = L  0 

thì lim(un.vn) ñöôïc cho nhö sau : 

Neáu limun = L  0, limvn = 0 vaø vn > 

0 hoaëc vn < 0 thì lim

n

n

v

u
 ñöôïc cho 

nhö sau : 

limun limvn lim(un.vn) limun Daáu cuûa L lim(un.vn) Daáu cuûa L Daáu cuûa vn 
lim

n

n

v

u
 

+ + + + + + + + + 

+ – – + – – + – – 

– + – – + – – + – 

– – + – – + – – + 

 

D. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI CAÙC BAØI TOAÙN GIÔÙI HAÏN DAÕY SOÁ 

a) Ñeå giaûi caùc baøi toaùn tìm giôùi haïn cuûa bieåu thöùc coù daïng 

n

n

v

u
, ta laáy soá coù soá muõ lôùn nhaát ñaët thöøa soá 

chung ôû töû soá vaø maãu soá, roài ñôn giaûn tröôùc khi laáy lim. 

Ta coù : lim

n

n

v

u
= 













                   maãu.  baäc hônlôùn töû  baäcneáu           

                 maãu.  baäc hônnhoû töû  baäcneáu            0

maãu  baäc baèngtöû  baäcneáu soá)  haènglaø   . (C      0C

 

b) Ñeå giaûi caùc baøi toaùn tìm giôùi haïn cuûa bieåu thöùc trong ñoù coù hieäu  nn vu   hoaëc  3
n

3
n vu   (un vaø 

vn laø ña thöùc bieán soá n), ta thöôøng söû duïng phöông phaùp nhaân vaø chia vôùi bieåu thöùc lieân hôïp töông öùng vôùi 

muïc ñích laø maát caùc daáu caên trong hieäu cuûa 2 bieåu thöùc coù chöùa daáu caên. 
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GIÔÙI HAÏN HAØM SOÁ 

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

BAØI 1 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng xaùc ñònh) 

1) )x10x5x(lim 23

2x



 ÑS : 48   2) 

3x2

1xx
lim

5

2

1x 




 ÑS : 1 

3
2

2

2 2

1
lim)3

xx

xx

x 




 ÑS : 

2

33

 

xx

xx

x 2

5
lim)4

2

2

3 




 ÑS : 

3

1
 

xtan2

xcosxsin2
lim)5

4
x 






 ÑS : 

2

2
 6) 

3x2

3x51x2
lim

2

2x 




 ÑS : 3 

BAØI 2 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng voâ ñònh 

0

0
) 

1) 

2x3x

4x
lim

2

2

2x 




 ÑS : 48 

22

132
lim)2

23

2

1 



 xxx

xx

x

  ÑS : 

2

1
  

xx

xx

x 3

6
lim)3

2

2

3 




 ÑS : 

3

5
 

4) 











 3
1x x1

3

x1

1
lim  ÑS : –1 5) 

2x

22x
lim

2

3

2x 




 ÑS : 

2

3
   6)

9x3x2

x27x
lim

2

4

3x 




 ÑS : 9 

7)
2 2x 2

1 1
lim

x 3x 2 x 5x 6

 
 

    
 ÑS:–2 8) 












 1x

1

1x

2
lim

2
1x

 ÑS : 

2

1
  9) 

3

2

3x x27

3x4x
lim






 ÑS : 

27

2
 

10) 
29x xx9

3x
lim






 ÑS :

54

1
  11)

2

3

3x x3

33x
lim






 ÑS : 

2

33
 12)

x4x

2x
lim

24x 




 ÑS : 

16

1
 

13)

8x4x2x

4x8x5x
lim

23

23

2x 




 ÑS : 

4

1
 14) 

2

32

2x xx32

xx34
lim






 ÑS : 0 15)

 
2

2

2x x4

14x3x2
lim






  ÑS:

4

11
  

16)

8x6x

16x
lim

2

4

2x 




 ÑS : –16 17) 

23

22

2x x2x

)6xx(
lim






 ÑS : 0 18)

3

23

2

1
x x81

1x2xx2
lim







 ÑS : –

12

5
 

19)

22xx

2x
lim

2

2

2x 




 ÑS :

122

22


 20) 

3x4x

x1
lim

24

3

1x 




 ÑS : 

4

3
 21) 












 8x

12

2x

1
lim

3
1x

 ÑS : 

2

1
 

22) 

n

2x 1

x 1
lim

x x 2



 
 ÑS : 

n

3
 23) 

10

5x 1

x x 2
lim

x x 2

 

 
       ÑS : 

11

6
 24) 

8

4x 2

x x 258
lim

x x 18

 

 
   ÑS :

1025

33
 

BAØI 3 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

6

22
lim)1

6 



 x

x

x

 ÑS : 

4

1
 

x

x

x 3

11
lim)2

3

0




 ÑS : 

9

1
 3)

31x4

2xx
lim

2x 




 ÑS : 

8

9
 

4)

24x

11x
lim

3

0x 




 ÑS : 

3

4
 5)

xx

1xx2
lim

2

2

1x 




 ÑS : 0 6) 

x

x42
lim

0x




 ÑS : 

4

1
 

7)

xx

11x
lim

2

3

0x 




 ÑS : 0 8) 

x3

11xx
lim

2

0x




 ÑS : 

6

1
 9) 

37xx

2x3x
lim

2

3

1x 




  ÑS : 3 

10)
2

2

3x x9

4xx5x
lim






 ÑS : 

22

1
 11)

2x3x

1xx210
lim

2

3 3

1x 




ÑS : 

2

3
 12)

3 2

3

3x
28x41x

27x
lim






ÑS : 54 

BAØI 4 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1) 

1x

x11x
lim

21x 




 ÑS : 
1

2
 2) 

3x4x

1xx2x
lim

2

23

1x 




 ÑS : 

3

2
  3) 

x

1x1.x41
lim

3

0x




 ÑS : 

3

7
 

BAØI 5 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1) 

27x

11x10x2
lim

3

3

3x 




 ÑS : 

324

5
 2) 

1x

7xx5
lim

2

3 23

1x 




ÑS : 

11

24
 3) 

x

1x1x
lim

3

0x




 ÑS : 

6

5
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4)

  212x119xx

12x2
lim

2

2

4x 




 ÑS : 

9

2
  5) 

x3x

8x24xx
lim

2

3 32

0x 




      ÑS : 

12

1
 

6) 
2

3 3

2x x4

3x282x24x43
lim






 ÑS : 

16

19
 7) 

x1

1x251xx31x5
lim

22

1x 




  ÑS : 

4

11
 

BAØI 6 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1)

1x

1x
lim

3

4

1x 




  ÑS : 

4

3
        2)

x

11x5
lim

5

0x




 ÑS : 1 3)

1x

1x2x
lim

3 2

1x 




 ÑS :

3

1
  

BAØI 7 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1) 

x4

4x

)2x(

3
lim

22x 




 ÑS : + 2) 










 20x x

1

x

1
lim  ÑS : – 3)

1x2x

1x
lim

2

3

1x 




 ÑS : + 

4) 









 20x x

1

x

1
lim  ÑS : + 5) 














 3x2

1x2

)1x(

2
lim

21x
 ÑS : – 6)

)2x3x)(1x(

5
lim

21x 
 ÑS :– 

7)
33x )3x(

1

3

1

x

1
lim













  ÑS: – 8)

22

2

1x )2x3x(

3xx2
lim






 ÑS : – 9) 

22x )2x(

1x2
lim






 ÑS : – 

BAØI 8 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn moät beân) 

1) 
x 2

x 2
lim

x 2




 ÑS : 1 2) 

x 2

x 2
lim

x 2




 ÑS : –1 3)

x 2

x 2
lim

x 2




 ÑS: khoâng toàn taïi 

4) 

x2

x4
lim

2

2x 




 ÑS : 0 5) 
45

2

)1(x xx

2x3x
lim






 ÑS : 0 6)

xx

x2x
lim

0x 




 ÑS : –2 

7) 
2

2

3x x9

12x7x
lim






 ÑS : 

6

6
 8)

1x

x
)1x(lim

2

3

)1(x 



 ÑS : 0 9) 

2x

2x28
lim

)2(x 




 ÑS : 0 

10) 

2

x ( 1)

x 3x 2
lim

x 1 

 


        ÑS : –1     11) 

x 0

1 1
lim 1

x x 1

 
 

 
    ÑS : –1     12) 

33x x27

x3
lim






        ÑS : 0 

13)

x1x12

x1
.xlim

1x 




 ÑS : 

2

1
 14) 

321x xx

1xx1
lim






 ÑS : 1 15) 












3

1x x1

1

1x

1
lim  ÑS : + 

16) 











 4x

1

2x

1
lim

2
2x

 ÑS : – 17) 
2

2

)3(x )3x(

3x5x2
lim






 ÑS : – 18) 

x2x

8x
lim

2

3

2x 




 ÑS : + 

19) 

xx

1x
lim

2
1x 




 ÑS : + 20) 
2

2

0x x

xxx
lim




 ÑS : + 21) 

3x4x

1x
lim

2

4

)3(x 




 ÑS : + 

22) 

4x

2x3x
lim

2

2

2x 




 ÑS : + 23) 

4x5x

2x3x
lim

2

2

1x 




 ÑS : + 24) 

1x

x11x
lim

21x 




 ÑS : 
1

2
 

BAØI 9 : Tìm giôùi haïn beân traùi, beân phaûi vaø giôùi haïn (neáu coù) cuûa haøm soá f(x) : 

1) f(x) = 









2  x hik 12x

2  x khi1x2

2
 . Tìm )x(flim

)2(x 
; )x(flim

)2(x 
 vaø )x(flim

2x 
 ÑS : 3 

2) f(x) = 









2  x hik 3x4

2  x khi3x2x 2

 . Tìm )x(flim
2x 

; )x(flim
2x 

 vaø )x(flim
2x

 ÑS : 3 ; 5 ; khoâng toàn taïi. 

3) f(x) = 















3 x hik9x

3 x hik 1

3x3 khix9

2

2

 . Tìm )x(flim
3x 

 ; )x(flim
3x 

 vaø )x(flim
3x

 (neáu coù) 

BAØI 10 :  



 

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 

ÑAÏI SOÁ & GIAÛI TÍCH 11 : GIÔÙI HAÏN DAÕY SOÁ & GIÔÙI HAÏN HAØM SOÁ  ...................................................................... GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

7 

1) Tìm m ñeå haøm soá f(x) =















1  x hik mxxm

1  x khi
1x

1x

22

3

 coù giôùi haïn taïi x = –1.  ÑS : m = 1   m = –2 

2) Tìm m ñeå haøm soá  















1xkhi2mx

1xkhi

1x

3

1x

1

xf
3

 coù giôùi haïn khi x  1. ÑS : m = 1 

BAØI 11 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng haøm soá löôïng giaùc) 

1)

xcosxsin1

xcosxsin1
lim

0x 




 ÑS : –1 2)

1xsin3xsin2

1xsinxsin2
lim

2

2

6
x 






   ÑS : –3 3)

xtan1

x2cos
lim

4
x 


 ÑS : 1 

4)

xcos1

x3sin11
lim

0x 




 ÑS : 23  5) 

xcos

1x2sinx2cos
lim

2
x






  ÑS : 2 6) 












xtan
xcos

1
lim

2
x

 ÑS : 0 

7) 

xcos1

x3cosxcos
lim

0x 




 ÑS : 8 8)

x4sin

1x4cos
lim

0x




    ÑS : 0 9)

1xtan

x2sinxtan
lim

4
x 






 ÑS : 1 

10)

x2cosx2sin1

x2sin
lim

0x 
 ÑS : –1 11)

x2sinxsin2

x2sinx2cos1
lim

0x 




  ÑS : 

2

1
  12)

xtan1

xcosxsin
lim

4
x 






     ÑS :–

2

2
 

13)

xsinx2cos1

x2sinxsin2
lim

20x 




 ÑS : 0 14)

1x2cosx2sin

x3cosxcos
lim

0x 




ÑS : 0 15) 

1xtan

1xtan
lim

3

4
x 






 ÑS : 3 

BAØI 12 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn voâ cöïc) 

1) )7x5x3(lim 23

x



 ÑS : – 2) 12x3x2lim 4

x



 ÑS : + 3)  1x51x3xlim 2

x



 ÑS : + 

BAØI 13 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng voâ ñònh 




) 

1) 

1xx

4x3x2
lim

23

3

x 




 ÑS : –2 2)

1x6x

8x3x
lim

4

2

x 




 ÑS : 0 3)

3x2

1x2x
lim

2

x 




 ÑS : + 

4) 

2x3x

7x2x4
lim

2

3

x 




 ÑS :  5)

4

34

x x

15x7x2
lim




 ÑS : 2 6)

2xx

xx
lim

2x 
 ÑS : 0 

7)
22

22

x )x4()x3)(x2(

)x3()x1)(x1(
lim






ÑS : 1 8)

 2x3

2xx4
lim

2

x 




 ÑS :  9)

)3x)(2x)(1x(

1xx
lim

3

x 




 ÑS : 1 

10) 3
2

2

x 3xx8

x2x
lim






 ÑS : 

2

1
 11) 3

32

35

x )xx)(1x2(

1xx2
lim






  ÑS : 1 12)

1x

5x
lim

2

3

x 




 ÑS : + 

13)
3

2

x x39

10xx2
lim






 ÑS : 0 14) 

7x2

11xx
lim

34

x 




 ÑS : + 15) 

1x2

2x5x
lim

2

x 




 ÑS : + 

16) 

1xx

4x3x2
lim

23

3

x 




 ÑS : –2 17)

)1x)(1x2(

)3x5)(1x3(
lim

3

2

x 




 ÑS : 0 18)

)1x5()4x3(

)7x4()3x2(
lim

22

32

x 




ÑS:+ 

BAØI 14 : Tìm caùc giôùi haïn sau : 

1)

3x2

1x4xx
lim

22

x 




 ÑS : 

2

1
 2) 

3 3

2

x 1xx

3x2x
lim






ÑS :1 ;–1 3)

x34

2x1xx4
lim

2

x 




 ÑS :–

3

1
 

4)
3 3

24

x
xx233x2

3x41x
lim






 ÑS : + 5)

5xx

3x2
lim

2x 




 ÑS : 2 6) 

4x

xx
lim

4

x 




  ÑS : – 

7)

17x3

12x7x2
lim

2

x 




   ÑS : 

3

2
 8)

 

3 2

2

x
x2x

xx3x4
lim






 ÑS :  9) 

x21

xx
lim

4

x 




 ÑS : + 
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10)

10x

xxx
lim

2

x 




 ÑS : –2 11)

x21

1xx2
lim

24

x 




 ÑS : – 12)

1x2

5xx
lim

2

x 




 ÑS :

2

1
  

13)

1x

1x2x41xx9
lim

22

x 




      ÑS : 1  14)

x31x

5x3x2
lim

2

2

x 





  

ÑS : +

 

 

BAØI 15 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng voâ ñònh  ) 

1)  x2xx4lim 2

x



 ÑS : 

4

1
 2) 







 


3x4xxlim 2

x
ÑS :

2

7
;+ 3)  xx1lim

x



 ÑS : 0 

4)  2

x
lim 1 x 1 x x


    ÑS :  5)  1x23x4x4lim
2

x




 ÑS : 0 6)  3 23

x

x2x1xlim 


 ÑS : + 

7)  3x4x43x2lim 2

x



ÑS :–2;– 8)  3 23 23

x
x8xx5xlim 


ÑS: 9)  3 32

x

x64x3x4lim 


ÑS :

2

1
  

10)  x2xx3xlim
23 23

x




 ÑS : 2 11)  3x7xx3x3x42lim
23 32

x




 ÑS : 

2

3
  

BAØI 16 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng voâ ñònh 0. ) 

1)   x4x)3x(lim 2

x



  ÑS : 2 2)

4x

x
)2x(lim

2
2x 




 ÑS : 0 3) 

12

21
lim

45

2 



 x

xx

xxx

 ÑS :

2

1
 

4)

1xx2

x
)1x(lim

24x 



   ÑS : 0 5)  

3
x xx24

x5
5xlim







 ÑS : 1 6)

3x

x 1
lim (x 2)

x x





  ÑS : 1  

 

7)  x3xxlim
2

x




             ÑS :

2

3
  8) 











1

1

11
lim

220 xxx

 ÑS : –1 9)  1xxxlim
2

x




    ÑS : –

2

1
 

 

10) 

4x

1xx8

2x4

1
lim

3

x 




 ÑS :

 2

2
 11)  xx2xx2xxlim 22

x



 ÑS : –

4

1
 

 

 MOÄT SOÁ PHÖÔNG PHAÙP KHAÙC ÑEÅ TÌM GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ 

1) Phöông phaùp duøng ñònh lyù haøm soá keïp giöõa hai haøm soá. 

BAØI 17 : Tìm caùc giôùi haïn sau : (Giôùi haïn daïng cuûa haøm soá löôïng giaùc) 

1) 

x

1
cosxlim 2

0x
 ÑS : 0 2) 

1xx

xcos2x2sin
lim

2x 




 ÑS : 0 3) 

x

1
sinxlim 2

0x
 ÑS : 0 

2) Phöông phaùp duøng ñònh lyù 1
x

xsin
lim

0x



.  

Heä quaû : 1
)x(u

)x(usin
lim

ax



; 1

xsin

x
lim

0x



 ; 1

x

xtan
lim

0x



. 

BAØI 18 : Tìm caùc giôùi haïn sau :  

1) 

x

x3sin
lim

0x
 ÑS : 3 2) 

20x x

x5cos1
lim




 ÑS :

2

25
 3) 

11x

x2sin
lim

0x 
 ÑS : 4 

4) 

x3sin

xcos3xsin
lim

3
x






 ÑS :

3

2
  5) 

2

2

0x x

xcosx1
lim




 ÑS : 1 6)

xsin

x2cos1
lim

20x




 ÑS : 2 

7) 

x2

x5sin
lim

0x
 ÑS : 

2

5
 8) 

xcos1

xsinx
lim

0x 
 ÑS : 2 9) 30x x

xsinxtan
lim




 ÑS :

2

1
 

BAØI 19 : Tìm caùc giôùi haïn sau :  

1) 

3

x 0

x 1 x 1
lim

x

  
  (DBÑH 2002) ÑS : 

5

6
 2) 

xcos1

1x21x3
lim

23 2

0x 




 (DBÑH 2002) ÑS :

5

6
 

3) 

 

6

2x 1

x 6x 5
lim

x 1

 


 (DBÑH 2002) ÑS : 15 4)  3 3 2 2

x
lim x 3x x x 1


     ÑS :
3

2
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BAØI TAÄP NAÂNG CAO GIÔÙI HAÏN HAØM SOÁ  

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

BAØI 1: Tìm caùc giôùi haïn sau: 

1)  4x3x91x3lim 2

x



    2)  3 32

x
8x4xlim 


 

3) 
2

3

0x x

x31x21
lim




     4) 

112

1212
lim

3

3

0 



 x

xx

x
 

5) 

2x3x2

x84311x
lim

2

3

2x 




     6) 

2

3

0x x

x31x21
lim




  

7) 
3 3

2

x 1x85

x35x4
lim






      8) 

56x51x

12x7x
lim

2x 




 

 

9) 

x3x3x

1x
lim

321x 




     10) 

2x2

3xx3x1x
lim

234

2x 




 

11) 

4x11

2x5x9x12x200x27
lim

23 23

x 




  12)

4

1
x

2x5x2
lim

2

2

2

1
x 






 

13) 
20x x

5x694x4
lim




    14) 

 2
2018

1x 1x

2017x2018x
lim






 

15) 

1xx2x

1x3x1x2
lim

23

2

1x 




     16)  

3x2x

5x
x1lim

2
1x 





 

17) 

1x2x3

x2cos5x4sin3
lim

2x 




     18) 

x

34x1x
lim

0x




    

19) 

x

x11x
lim

3

0x




     20) 

  3x

3xx6xx
lim

23

3x 






  

21) 












 






32

x x

3x

x

2x
xlim     22) 













 






 x

4x2

x2x

1x4
lim

2

4

4

x
 

 

23) 

1x

2018xxxx
lim

201832

1x 






   24) 

1x

nxxxx
lim

n32

1x 






 

25) 

1x

1x
lim

m

n

1x 




       26) 

2

n

1x )1x(

1nnxx
lim






 

27) 

x

1)x41)(x31)(x21(
lim

n

0x




    28) 

x

axa
lim

nn

0x




 

29)

 

 
x

2004x212004x
lim

72

0x




    30)

 

 
2

3 23

0x x

2015x412015x
lim




 

31) 
2

43 2

0x xx

x21x1
lim






     32) 

1x

1x2
lim

7

1x 




 

33) 

1x

1x
lim

2

2018

1x 




      34) 

1x

2x1x2
lim

54

1x 




 

35) 

2xx

2xx
lim

5

10

1x 




      36) 

18xx

258xx
lim

4

8

2x 




     

37) 

x

1x1.x41
lim

3

0x




     38) 

2

3 3

2x x4

3x282x24x43
lim






   

39)  xxx2x2xxlim
22

x




     40)  3x7xx3x3x42lim
23 32

x
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41) 
3 3

24

x
xx233x2

3x41x
lim






     42) 

x1

1x251xx31x5
lim

22

1x 




  

43) 
3 3

24

x
xx233x2

3x41x
lim






 

BAØI 2: Cho 

2

1

1x

baxx
lim

2

2

1x







 (a, b  R). Tính toång S = a

2
 + b

2
.   ÑS : S = 13 

BAØI 3: Cho 

2

1

2018x2

20173x2a
lim

2

x







 . Tính giaù trò cuûa a.    ÑS : 

2

2
a   

BAØI 4: Tìm a, b sao cho 1)bax(
2x

x4x
lim

2

x
















     ÑS : a = 1; b = 5. 

BAØI 5: Tính P = a – 4b. Bieát   0)bax(1x3x4lim 2

x



    ÑS : P = 5. 

BAØI 6: Cho caùc soá thöïc a, b, c thoûa c
2
 + a = 18 vaø   2cxbxaxlim 2

x



. Tính P = a + b + 5c. 

ÑS : P = 12. 

BAØI 7: Cho   5x5axxlim 2

x



.  

Chöùng minh raèng giaù trò cuûa a laø moät nghieäm cuûa phöông trình x
2
 + 9x – 10 = 0.  ÑS : a = –10. 

BAØI 8: Bieát 

 
c

b

2a

1x2

1x72xx
lim

32

1x







 vôùi a, b, c  Z vaø 

b

a
 laø phaân soá toái giaûn. Tính a + b + c? 

ÑS : 13. 

BAØI 9: Tìm m ñeå haøm soá  

















2x1mx

2x
2x

22x

xf

neáu

neáu
 coù giôùi haïn taïi x = 2. ÑS : 

8

3
m   

 

 

 

---------- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII 

ÑAÏI SOÁ & GIAÛI TÍCH 11 : GIÔÙI HAÏN DAÕY SOÁ & GIÔÙI HAÏN HAØM SOÁ  ...................................................................... GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

11 

 LYÙ THUYEÁT GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ 

GVBM : ÑOAØN NGOÏC DUÕNG 

 

A. ÑÒNH NGHÓA VAØ MOÄT SOÁ ÑÒNH LYÙ VEÀ GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ 

I. GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ TAÏI MOÄT ÑIEÅM 

1) Giôùi haïn höõu haïn 

Ñònh nghóa 1 : Giaû söû (a ; b) laø moät khoaûng chöùa ñieåm x0 vaø f laø moät haøm soá xaùc ñònh treân taäp hôïp (a ; 

b)\x0. Ta noùi raèng haøm soá f coù giôùi haïn laø soá thöïc L khi x daàn ñeán x0 (hoaëc taïi ñieåm x0) neáu vôùi moïi daõy 

soá (xn) trong taäp hôïp (a ; b)\x0 (töùc laø xn  (a ; b) vaø xn  x0 vôùi moïi n) maø limxn = x0, ta ñeàu coù limf(xn) = 

L. Khi ñoù ta vieát :   Lxflim

0
xx




 hay f(x)  L khi x  x0. 

Nhaän xeùt : 0
xx

xxlim
0




 ; cclim

0
xx




 (c laø haèng soá) 

2) Giôùi haïn voâ cöïc :  Giôùi haïn voâ cöïc cuûa haøm soá taïi moät ñieåm ñöôïc ñònh nghóa töông töï nhö giôùi haïn höõu 

haïn cuûa haøm soá taïi moät ñieåm. Chaúng haïn,   


xflim
0xx

 coù nghóa laø vôùi moïi daõy (xn) trong taäp hôïp (a ; 

b)\x0 maø limxn = x0, ta ñeàu coù limf(xn) = +. 
 

 

II. GIÔÙI HAÏN CUÛA HAØM SOÁ TAÏI VOÂ CÖÏC 

Ñònh nghóa 2 : Giaû söû haøm soá f xaùc ñònh treân khoaûng (a ; +). Ta noùi raèng haøm soá f coù giôùi haïn laø soá thöïc 

L khi x daàn ñeán + neáu vôùi moïi daõy soá (xn) trong khoaûng (a ; +) (töùc laø xn > a vôùi moïi n) maø limxn = + 

ta ñeàu coù limf(xn) = L. Khi ñoù ta vieát :   Lxflim
x




 hay f(x)  L khi x  +. Caùc giôùi haïn :   


xflim
x

 

;   


xflim
x

 ;   Lxflim
x




 ;   


xflim
x

vaø   


xflim
x

 ñöôïc ñònh nghóa töông töï. 

Chuù yù : Vôùi moïi soá nguyeân döông k baát kyø cho tröôùc : 

a) 


k

x
xlim  b) 










 leû  kneáu  

chaün  kneáu  
k

x
xlim  c) 0

x

1
lim

k
x




  d) 0

x

1
lim

k
x




 

 

III. MOÄT SOÁ ÑÒNH LYÙ VEÀ GIÔÙI HAÏN HÖÕU HAÏN 

Ñònh lyù 1 : Giaû söû   Lxflim

0
xx




 vaø   Mxglim
0xx




 

a)      MLxgxflim

0
xx




       b)      MLxgxflim

0
xx




 

c)      M.Lxg.xflim

0
xx




. Ñaëc bieät, neáu c laø haèng soá thì    cLxcflim

0
xx




 d) 
 
  M

L

xg

xf
lim

0xx



  (vôùi M  0) 

Ñònh lí 2 : Giaû söû   Lxflim

0
xx




, khi ñoù : a)   Lxflim

0
xx




   b)  

c) Neáu f(x)  0 vôùi moïi x  J\x0, trong ñoù J laø moät khoaûng naøo ñoù chöùa x0 thì L  0 vaø   Lxflim

0
xx




 

Ñònh lyù 3 : (Ñònh lyù keïp veà giôùi haïn cuûa haøm soá) 

Cho khoaûng K chöùa ñieåm x0 vaø ba haøm soá f(x), u(x) vaø v(x). Neáu u(x)  f(x)  v(x) vôùi moïi x  K\x0 vaø 

neáu :     Lxvlimxulim
00 xxxx




 thì   Lxflim
0xx




. 

 

B. GIÔÙI HAÏN MOÄT BEÂN 

1) Giôùi haïn höõu haïn 

Ñònh nghóa 1 : Giaû söû haøm soá f xaùc ñònh treân khoaûng (x0 ; b) (x0  R). Ta noùi raèng haøm soá f coù giôùi haïn beân 

phaûi laø soá thöïc L khi x daàn ñeán x0 (hoaëc taïi ñieåm x0) neáu vôùi moïi daõy soá (xn) trong khoaûng (x0 ; b) maø limxn 

= x0, ta ñeàu coù limf(xn) = L. Khi ñoù ta vieát :   Lxflim
0xx





 hay f(x)  L khi x  x0

+
. 

Ñònh nghóa giôùi haïn beân traùi cuûa haøm soá ñöôïc phaùt bieåu töông töï. 

Ñònh nghóa 2 : Giaû söû haøm soá f xaùc ñònh treân khoaûng (a ; x0) (x0  R). Ta noùi raèng haøm soá f coù giôùi haïn beân 

traùi laø soá thöïc L khi x daàn ñeán x0 (hoaëc taïi ñieåm x0) neáu vôùi moïi daõy soá (xn) trong khoaûng (a ; x0) maø limxn 

= x0, ta ñeàu coù limf(xn) = L. Khi ñoù ta vieát :   Lxflim
0xx






 hay f(x)  L khi x  x0

–
. 

  33

xx

Lxflim

0
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Ñònh lyù 4 :        LxflimxflimLxflim
000 xxxxxx





 

2) Giôùi haïn voâ cöïc 

Caùc giôùi haïn :   




xflim
0xx

;   




xflim
0xx

;   




xflim
0xx

 vaø   




xflim
0xx

 ñöôïc ñònh nghóa töông töï. 

 Phöông phaùp tìm giôùi haïn moät beân cuûa haøm soá : 

Chuù yù raèng : khi 0x x  nghóa laø 0x x  vaø x > x0. Khi 0x x  nghóa laø 0x x  vaø x < x0. 

 
0x x

lim f x L


 

   

   
0 0

0 0

x x x x

x x x x

lim f x ; lim f x

lim f x ; lim f x L

 

 

 

 








toàn taïi.

 

 

C. MOÄT VAØI QUY TAÉC TÌM GIÔÙI HAÏN VOÂ CÖÏC 

Ñònh lyù 5 :  Neáu   


xflim
0xx

 thì 

 
0

xf

1
lim

0
xx




 

 

Quy taéc 1 : tìm giôùi haïn cuûa tích 

 f(x).g(x) 

Quy taéc 2 : tìm giôùi haïn cuûa tích 

)x(g

)x(f
 (TH g(x) > 0 khi x  x0) 

Quy taéc tìm giôùi haïn cuûa tích 

)x(g

)x(f
 (TH g(x) < 0 khi x  x0) 

)x(flim
0xx

 )x(glim
0xx

 )]x(g).x(f[lim
0xx

 )x(flim
0xx

 )x(glim
0xx

 

)x(g

)x(f
lim

0xx
 

)x(flim
0xx

 )x(glim
0xx

 

)x(g

)x(f
lim

0xx
 

 L > 0  L + 0 L – 0 

 L < 0   L > 0 
0 

+ L > 0 
0 

– 

   L < 0 – L < 0 + 
 

D. CAÙC DAÏNG VOÂ ÑÒNH 

Ta coù 4 daïng voâ ñònh sau : 

1) Daïng 

0

0
: Tìm 

)x(g

)x(f
lim

0xx
 khi 0)x(glim)x(flim

00 xxxx



 

2) Daïng 




 : Tìm 

)x(g

)x(f
lim

0xx
 khi 


)x(glim)x(flim

00 xxxx
 

3) Daïng 0. : Tìm )]x(g).x(f[lim
0xx

 khi 0)x(flim
0xx




 vaø 


)x(glim
0xx

 

4) Daïng  –  : Tìm )]x(g)x(f[lim
0xx




 khi 


)x(glim)x(flim
00 xxxx

 hay 


)x(glim)x(flim
00 xxxx

 

 Chuù yù : Khi x  x0

+
 ; x  x0

–
 ; x  + hay x  – ta cuõng thöôøng gaëp caùc daïng toaùn voâ ñònh nhö treân.  

 Phöông phaùp giaûi caùc baøi toaùn giôùi haïn haøm soá  

a) Ñeå giaûi caùc baøi toaùn tìm giôùi haïn cuûa bieåu thöùc coù daïng 

n

n

v

u
, ta laáy soá coù soá muõ lôùn nhaát ñaët thöøa soá 

chung ôû töû soá vaø maãu soá, roài ñôn giaûn tröôùc khi laáy lim. 

Ta coù : lim

n

n

v

u
= 













                   maãu.  baäc hônlôùn töû  baäcneáu           

                 maãu.  baäc hônnhoû töû  baäcneáu            0

maãu  baäc baèngtöû  baäcneáu soá)  haènglaø   . (C      0C

 

b) Ñeå giaûi caùc baøi toaùn tìm giôùi haïn cuûa bieåu thöùc trong ñoù coù hieäu  nn vu   hoaëc  3
n

3
n vu   (un vaø 

vn laø ña thöùc bieán soá n), ta thöôøng söû duïng phöông phaùp nhaân vaø chia vôùi bieåu thöùc lieân hôïp töông öùng vôùi 

muïc ñích laø maát caùc daáu caên trong hieäu cuûa 2 bieåu thöùc coù chöùa daáu caên. 

 Giôùi haïn haøm soá löôïng giaùc    

a) Ñònh lyù : 1
x

xsin
lim

0x



.  

b) Heä quaû : 1
)x(u

)x(usin
lim

ax



; 1

xsin

x
lim

0x



 ; 1

x

xtan
lim

0x



. 


